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práca, bol problém, ktorý foreuloval na Sytpó 

fov v Smoleniciach raku 1963 G.Ningel [9]. Pokusy o dôkaz js» 
ho hypotézy o tom, že koupletný graf s Zn+l vreholul možno 
rozložiť na stromy isoworfné daném strom: s n hranami, viedli 
x rozšírenej formulácii problému - začali sa skúmať špeciálne, 
taksvané cyklické rozklady koupletných grafov na izonorfné 
podsrať y« 

V literatúre existuje 1en niekoľko málo prúc, ktoré si 
všímajú preblém cyklic kého roskladu kompletného grafu na iso- 
morfné podaraťy , pričom sa tieto problémy riešia zväčša v e- 
kvivalentnej kombilnatorickaj formulácií len pre nisktové čpo- 
ciálne prípady (Stelnerove systémy trojíc, cyklické pro jok« 
tívne roviny, resp. planáme úplné difarenčné znožiny [a] M 
[16] [17], 9] ). 

Lavedoníe istých prípustných očísilovaní grafu (kaplto- 
la 1.) umožnílo pristúpiť k problém: cyklických rozkladov 
kompletného grafu viacnanej jednotným spôsoboa. Y jednotli- 
vých kapitolách práce sa potom vyšetmijú ogykliczé roskledy 
kompletných zrafov na izomworfné podgraťy patriace čo niskto- 
rej čpociálnej triedy grafov ienohouholníky - kupitola IL, 
stromy - kapitola XII... páme grafy, pázno-konpl 




















koupletná grafy - kapitola IV.) Otvorené problémy, ako aj 
problémy, súvisiace s uvedenou problenatikou v nenšej aiere, 
sá naznačujú v záverečných poznáukach. 











čas čelého trvania mojej vedeckej prípravy, ko aj za cenné 
rudy a pripozienký k predkladanej práci. Za cenné rody a pri- 
poalenky k tejto práci Gakujem týmto tiež pracovníkovi kabi- 
netu matematiky SAV Jurajovi Bosákoví Csc. | 
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šapítola I 
OJÍ c M JÚ 2 NI f GRAFOV 


ži. Pod grafom bučene v celej práci rozunieť obyčajný graf, 
t.j» konačný naorientovaný graf bez slučíck a násobných hr 
Vrcholy graťu budeno omačovať uslými písusnaní u, Va pad ľad 
padnu s indoxani.), oreny grafu budsao označovať nalými písasna- 
má h, 4 a pod. (prípačno 8 1núsxamij alebo ako dvojice vrcho- 
s“ Gínsu) budene omačovať graf 3 n vrcholuí s 











lov: (u,v). Znak 
n hranami. 

Pod očí slovaním 0, grafu Gímzn) budene rozumieť očíslova- 
úle jeho vrcholov v, číslami Ba s Ížlycss,, kde a, js priíradze- 
né číslo algbo nula, pričom sa Zubovoiným čvom rúsnyn vreholom 
V sa %, sraťu G priradia rôzne čísla: až a, s Budeme tiež ho- 
voriť, že vrchoi v, má hodnotu a, v očíslovaní Gx. žnakon K 
buáste označovať množinu čísel a, (izly...,m) prí očíslovaní 
G. grafu Gínjnj. 

| nodnotou hrany hy SÍVasv 7) v očíslovaní O, grafu Gímgn) 
bučene rozunieť číslo by“ 2478 4] p ŠRlsese „71, kde Be 84 sú čí se 
la, príradené vrcholu Vy, POB. V. grafu 0 v očíslovaní One 
žnakom H. hudeze označovať množinu čísel b, (ksl.e..,n) pri o- 
číslovaní € grafu Gímgn). 

OČÍslovanie 9 grafu Gímsn) budeme aa komplenentárnyn 
očíslovaníu x očí slovaniu ©gs ak platí: Ak má vrchol V, V očísm 
lovení 0, príradané číslo a,, sá v, v očíslovaní du 
číslo nea, « 

Bafsl.l. Očislavanie © grafu Gímjn) sa nazýva 0-očíslova- 
nám, sk platí: (a) Vo. g (5) A > Ústa 











1) fukat budene používať. pod ča [z]. 





má 





dďeleg ovanie ©, grafu Gíajn) sa nazýva B-očíslova- 

ním, ak platí: (a) Va. CB, loans BÔ Ha. 2 Ihlann Z 

(c) axístuja x € Pos také, že o Fubovoľaej hrane (v,,v,) 

grafu G platí aiebo a Ž zy “17% alebo a,? x, as Sa > 
Sazprosťt redne z čafinícií 1.1 a 1.2 vyplýva: 

Každé f[-očíslovaníe grafu 0 jo aj d-očíalova- 





sledok Z. Ak existuje d-očíslovanie grafu díusn), potoa 
Je m - An S 1« 
„sb. Bi axistuje (-očíslovanie grafu 0, potom je 0 








vôsiledok 4. Počet rôznych «-očíslovaní (resp. počet rôze 
nych las cá úvufu je vávny « 

Posledný dôsledok vyplýva z toho, že komplenentárne očíslo- 
vanie k o-očíslovaniu (resp. k Ďxočíslôvaniu) grafu bude tiež 
Umočí slovaním (resp. [-očíslovanía) grafu, pričom sú tieto 
dve očíslovania rôzno. 

Nech je Nžn. Označme R, > [0,l,-..,n-1) , 

R. > Úl-asl Bon po so Bel) « 

Zofalež. Očíslovanie O, grafu Gímjn) sa nazýva ÚV-očíslova- 
nim, ax plsti: (a) Ta —%y + R. š (b) Ra 5R . 

o. lon Vo“ 1 9. . 


Ba 


kde Vo. 2a vô, CA. + 
peľelsá. Učíslovanie 0. grafu Gíaju) sa nuzýva G-očíslova- 

ním, ak platí: (a) a SR. 4 (b) fo, SR. š le) neexistu- 

je prirodzené x 6 také, že Olx<b a neexistuje prirodzo- 





né vÉVO, také, že b. <y<N , kde by S Súp Vý, É 


Bezprostručne z äefinfcií 1.3 a 1.á Vyplýva: 
Baza O-nčí slovanie grafu 6 je aj Ú -ači slava“ 








BofeleB. Očíslovanie O, grafu Gíujn) sa nazýva 0-očíslovi- 
ním, ak platí: (a) V o, Vyhnon es 20 (b) Hay > A 

Deň. 1.6. s ©, úrafu Gíajn) sa nazýva $ -očíslova- 
ním, ak platí: (a) Va. Cíe, ho a 2a), š (bj M AE O A 
käo aišbe x.si siebo xs szntl-i . 


vi z úsťinícií 1.9 a 1.60 Výzlýva! 
| Ji Každé J-0čÍSlováníe gruľu G je aj G-očíslova- 








daledok 2. Každé C-očíslovanie grafu 0 je aj $-očíslova- 
ním sraťu Ge | 

Pre zraťy s nepárnym počton hrán zavedicnxe ečte dve úsfiní- 
cie. 

Def.l.]. Očíslovanie ©3 grafu Gímg2n-1) sa nazýva p-učíslo- 
vaním, ak platí: (4) V 0 S Úyhane es ža | (b) M Z TR A ove A 


(©) x ľubovoľnej hrane brale oxistuje hrana hsívnsv. j 

grafu 0 tak, že pistí: aša 6 (noä Zn), a g že jn. (mod zn), Dsdye 
žef.1.8. Očíslovanie O, grafu GímjZn-l) sa nazýva g-očíslo- 

vanísa, ak platí: (aj Y 5, VA g (b) M A O AA 





kác alebo x,si aslebo xzsznni z ic) k ľubovoľnej hrane 
EE ) sxistaje hrena h sív ps a grafu G ľak, že platí1 
aša + (mod 2a), a ža sm. (mod 2a) i alebo bysb, albo 

b „End, « 

fBozprastredne z dafinícií 1.Ť7 a 1.8 vyplýva: 

Dôsledok. Každé p-očíslovaníe grafu d je uj g-očíslova- 

Skôr než by sme odvodili vzťah medzi %-očíslovaním a 
p-očísl vaním, zavedieme ečte jednu dafinfciu. 

Poželsj. Giuf 0 su nagýva rerozložiteľný ív22), ak oxi- 
stuje rel jeho hrán hy «++,h...j Takých, že (1) po ich vynecha- 
ní sa G rozpadné na r izomorfných čdisjunxtných rodzraí o! 

Gy ss oesf, príčom G, obsohuje aspoň jeánu hranuj (2) hrana h, 
spojuje v G tis vycholy grufov G.. G., ktoré ai zodpoveda jú 
v nojakot izonorfizno. | 

Podgrafy G. z úsf.1.3 nazviné breluní grafu 9, hraný hy 
z úsť.1.9 nazvize priačkaní grafu Ge 

Vetá 1.1. p-očíslovanie grafu G existuje práve vtedy, 
keč je 0 Z-rozložiteľný a kel existuje d-očíslovanie brehov 
grafu a. 











Dôkaz. I. Nech je dmný grať 0, ktorý je 2-rozložiteľný. 
Orať 9 ná zrejme nepárny poúst hrán 4n-l, pričom každý s jeno 
brehov By, B. má n-l hrán. Nach existujs X-očíslovaníe o 
brehu By grafu Gíuj2n-l). Ak má vrchol ví grafu B, priradené 
v očísiovaní OL číslo al, poton vrcholu vf grafu B., ktorý 
ZoGpovedá v nejakom izosorfizse vrcholu vý grafu B., príradí- 
ne číslo afsaž+t, čím budú očíslované všetky vreholy sgraťu Ge 





Takáto očíslovania O, grafu Gínj2n-l) bude zrejme peočíslova- 
ním (hodnotu n v touto očíslovaní bude nať práve priečka gre- 
fu 0). | 

11. Nech je daný grať Gíszzn-l) a nech existuje p-očíslo- 
vanie ©, grafu G. Nech je hsív sv.) tá hrana grafu 0, xtorá 
ná v očíslovaní ©, hodnotu n (bez obueôzonia všeobecnosti nío- 
žene predpokladať a < nm). Dokážeme, že hrana h js mostom gra- 
fu. Predovšetkým nemôže h ležať v nijakej kružnici párnej 
dlžky. Predpoxladajsa totiž, že h leží v kružnici 
s s fy nt Zo Vs eee Vodna Yy v .v.5 dlžky Zv « Podľa bodu (c) 
dŠeť.1.7 bude muť potom hrmna (v Ved Vý) kružnice K 
v očíslovaní V, Čo je spor (obr.il.1). Podobne nenčže h ležať 
v nijakej kružnici nepárne j dížky, Predpokladajme totáž, že h 
ieží v kružnici E. zly sVysoos V Vy al Vs Vya riť i eTra ls Vys Vy K 
dlžky 209+1. Potom by T dôsledku bodu (c) def.1,.T ada hrana 
n ležať aj v kružnici 
K. s ly sr Pys o nes Vy z Ty s pozn nes Vaj yo, v.s úd 29+1, kdo 
VYŠ 9 z Ne a Zlá (obrel. 2), pričom by v útaa VZŤAhOV č.37 
58 „30 A PA 1 muselo: platiť | A s lay eá „ inl „ to je 
možné len prí neo. Zostali sms opÄŤ spor, tela hrana h je mos- 
ton gzrefu C. | 

U každej zo zvyšných hrán (VzsV 4) švaťu G platí: alebo 

je súčasne a, < n, as<a, alobo je súčasne a, žn, nm 
totiž boio pre u branu NA „v he naprízlad .. Ty 





hodnotu n 


.. , misála by existovať hrana hočív, „V „) tská, žo a, > 
a, ža, M.“ zá M... (mod zaj < n, us OE 


platilo byť b, čo by odporovalo boďču (e) GaTo he 7. 





Ak vynecháme s © hranu h (most), rozpadne sa G na dve 
konponenty Gy, G. také, že pre všetky vrcholy v, 2 ©, platí 
“ a pro všetky vrcholy vs Z G.. platí a 8 Šnie Ja zrojmé, že 
ak ponecháue vreholoa grafu G, priradené tie isté čísla, ako 
v očíslovaní ©. graťu ©, dostaneme tak d-očíslovsnie grafu 
Gy « Z predchádza júceho sároveň vyplýva, že sreť 0 je 2-rozlo- 
žiteľný (izomorfné grafy G,, G. sú jeho brehy, hrana h je je- 
ho prisčie). 

Veta 1.1 je dokázaná. 














v. Pero v) 
Pri“ sladká 
al 
V zm 
"% 
Vorelel Úbre 1.2 


Š2. V tomto paragraťe ukášemé, ako nožno využiť ačíslo- 
vania definované v 41 tejto kusitoly na získanie cyklických 
grafu. 

fod koupletným graf ou 3 a vrcholni Vysť oso sos Vy 
čujene ho <n> - buúene rozunisť graf, v ktorom sú ľubovoľné 
dva (rôzne) vrcholy spojené (práve Jenou) hranou. 


- OVI 





Poú rozkladom R kompletného grafu <n> budeme rozumní oť 
systém podgraťov R s101,++.,8,j grafu (n) taký, že každá hra- 
A a a do práve jedného z počgrafťov systému R. 

Dať .1.10. BÍžkou hrany (VysV4) + 1,471 pln onen i#j, 

v grafe AN budemo nazývať číslo 
d,, > mín (láe4l, ne li-dl) . 








Def „1.11. Otočením hrany (vy.v4) v grafe na) budeme na- 
ta ktorým 

z hraný (WasV 4] dostaneme hranu (V ,3sY 347) (PLÁČoa Vy vrn“ 
sv, pre ka£i Ž2,.+.)e Otočením podgraťu 0 v grafe <n)> budene 
nazývať súčasné otočenie všetkých hrán z O. 

te g dafinície 1. vyplýva: 

L. Prí otočení hrany sa jej dížka nenoní. 

Dôsledok 2. Gruf G a gruf G, ktorý vzníkne z G jeho o- 
točením v grafe (m, sú navzájom 1z0norfné. 

Def. l.lž. Rozklad R grafu (> sa nazýva sas z | 
platí: Ak R obashuje graf 0, potom R obsahuje aj grať U, 
ktorý vznikne z G jeho otočením. 

Benprostredné z deľinícií 1.11 s 1.12 vyplýva: 

Bôslečok 1. šk je R cyklický rozklad grafu (2mD na 
grafy, s ktorých každý má a hrán, potom sú všetky grafy z R 
navzá jať izonorf né. 

Veta 1.2. Čyklický rozklad kompletného grafu 











(2n+1) na 





podgrafy isoworťné danému grafu Gímgn) existuje práve vtedy, 
keč existuje O-očíslovanie grafu 0. 

Dôkaz. I. Z definície 1.10 vyplýva, že sa v grafe G2n+ľ) 
Vyskytujú len hrany dížky 1,2,...,n, pričom sa v tosto grafe 
vyskytuje práve znsl hrán dížky 1 (151,2,...,n) 

Úyzslaay)a ÚVosViezlave es VVonalevy) + 





21 


ktoré dostaneme napríklaá tak, že venneme niektorú z hrán díž- 
ky 1 a postupne Ju otočíme Zn-krát. 

II. Ňech je čaný graf Gímgn), ktorý ná $-očísiovanie 0,, 
pričom vo z fagsees sy be Podľa bodu (b) dsť.1.6 platí potom: 
By + (rskovor sš) » ôs alebo zysí alebo zysinslož. Ak 
označíma vycholy grafu <2n+1) tak, aby platílo VyPYy s podam 
v súlade s dsf.1.6 a 1,10 platí medsi hodnotou b, ľubovoľnej 
hraný hysívysv,) grafu © v očíslovaní 04 a dížkou 844 hrany 
I V grafe (znv3> Vzťah! 

aa. a a etyžn 
14 | znrich, ak ja by>n 
ž ktorého vyplýva, že kožčá z n hrán grafu G má v grafo <m+l) 
rôznu dížku. Z bodu I.dúkazu a z ddaledkov daľinfcií 1.11 a 
1.12 vyplýva, že ak postupne otočíme graf G v grafe Tj) 
Zreekrát, dostansmo cyklický rozklad sruťu (21+) na podgrať. 
izomorfné grafu G. 

IIŤ. Nech je daný cyklický rozklad grafu Gn+l) na podgra- 
fy ízomorfné grafu Gímjn). Vezníme ľubovozný z čn+1 podgrafťov 
tohto rozkladu a označme ho G. (0, je izomorfný s 0). Dokáže- 
me, že všetky hrany grafu 0, majú rôznu dlžku v graťo (2n+1) a 
Predpokladajme, že v G. existujú Ôve hrany s rovnakou dížkou 
1, 161 £n, napríklad (v.sV..4) a (t.sv..j), 1ÉR Žiati, 

1—y Š2n#l. zťy (bez obnedzenia ná možno predpokla- 
čať, žu y> x). Počľa deľinície cyklíckého rozkladu musí tento 
rosklad obsahovať aj zrať ai“%), xtorý vznikne z G, po y-x 

Otočeniach. Potom graf al3-x) bude obsahovať hr.nu MY Vsi lo 








-) 3.2 


čo odporuje definícii rozxlnáu grafu kon) « Všetky hrany zra- 
fu 0, najú teda rôznu dÍšku v grafe 2n+l) . Ta ale znamená, 
že a a C-očialovaníe grafu G. 

lok 1. Ak grať Vvany" má o  Y potom ex - 








fu Ú. 
Dôsledok 3. tk graf (majn) ná f-očíslovanie, poton exi- 
stuje cyklický rozklad grafu (2n+1l) na podzrafťy izcaorfné gra- 
fu G. 
Veta 1.3. šk graf Gínjn) ná [-očíslovanie, potom existu- 
je cyklický rozsklná gzrafu <n+I) na podgraeťy izomorťné grafu G. 
Dôkaz. Nech O, je J-očíslovanie grafu Gínjn). Sk voloží- 
ne Nežn (pozri def.1.3), dostaneme zrejne « [-očíslovania ©, 
O-očíslovanie Ga grafu G. Tvrácnie vety potom vyplýva bezpro 
stredne 2 vety 1.2. 
isledok. Ak graf Gíujn) zá O-očíslovanie, potom axiatu- 
je ayklický rozklad grafu G©nsi) na počzraťy izomorfné grafu G. 
Veta 1sá. Nech je k Fubovoľné prirodacné číslo. Ak graf 
ú(agn) má -očíslovannia, potom existuje rota rozklad gro- 
fu (2kn+l) na podgrafy izomorfné grafu G. 














fčkaz. Nech ná vrchol v, daného grefu Gímsn) v f-očíslo» 
vaní ©. hodnotu a,. Bau obuedzenía všeobecnosti možno rreápo- 
klačať, že o každej hrana hzívi,V), 8%lys++,n, grafu 0 pls- 
tí a, Žx, aj> X, kde x je prirodzené. Veznime teruz k sxomplá- 
Tov grafu G - označme ich SY) „a prírodne koncoa k 172 





-12. 


hrany ný )a(vý“ „ví | AV j grafu gi“) čísla aj“), aj taxto defťi- 





wované: aaa, a sa #0 +1), Vel,cceska 3k toraz utvoríne 
srať 0 rv grafov gi) tak, že položíme ví) zní?) 
pre všetky hyX zlsass,K A pre všetky 551,...,N, ňôžno zrejme 
tento grať G(a jn“), kče nosim, rozložiť spätne na k grafov 
izomorfných grafu ©. 1x ponecháne vrcholou grafu G“ priradené 
tie isté čísla ako v grafoch G0V), dostaneme tak zrejme (-o- 
číslovanie grafu ©". Podľa ččsled ku 3 väty 1.2 existuje pot om 
cyklický rozklad grafu <kn+) na podgraťy izosorTné grafu 

a (m zrn), a teda aj na podzraťy izwnorfné grafu Ginazn) ([Cyk- 
líčnosť je totiš zrejná), 

Veta 1.5. Noach je k ľubovoľné prirodzené číslo. Ax graf 
Gísjn) sá [-očíslovanie, potou existuje cyklický rozklad 
sraŤu (čkn+1) na pnadurufy i1zoxorfné grafu G. 

Fôxaz. Dôkaz je amlagický dôkazu vety 1.4. Nech ná vr- 
chol vy úsaého grafu Ginjn) v Ú-očíslovaní 0. hodnotu aj. 
Boz obacslasnia všeobecnosti možno predpokxlučať, že 9 každej 
hrane b SÍVasY 1), SZ „s 207, grafu G platí: a£, $ 
a£ 10, Veznime k exemplárov grafu G - označme ich at“) - 





a priročoe koncoa vý“), VY) hrany nj )eívý?) „výť)) srafu 
07) čísla af“), af") taxto dsfinované: aj“)sa,, al“) 

ZA M) M1), Volysseske Ak teraz utvoríme srať 0" superpozí- 
ciou zraťov ai) tak, že položíme vý“ svý“ pre všetky | 
Nadiši s essyk A pre všetky ssl....,N, noŽno zrejme tunto srať 





G(a“ sa 7 kde n "sin, rozložiť asÄitne na x srafoy izonorf- 
ných grafu G. £k ponecháze vreholou grafu G priradené tie 





1.) 


iaté čísla, ako v grafoch a), dostaneme tak zreje» d-ači alo- 
vania grafa 0“. Podľa vety 1.3 existuje potom cýklický rozklad 

grafu Gkn+Ď na podzrafy izomorfné grafu G“(n“ jim), a teda aj 

na podsraťy izoaorfné grafu Gínsn). 

Vets 1.6. Grilácký zosklad kospletaého úružu (Bi) m pod- 
graťy izomorfné čaném grafu G(uj?n-l) existuje práve vtedy, 
kod existuje g-očíslovaníe graťu G. 

Dôkan. I. Z definície 1.10 výslýva, Že sa v graťe Gn) 
vyskytujú 16n hrany dlžky 1,2,...,n, pričom sa v tomto graťo 
vyskytu je práve 2n hrán dížky 1 (171,2,...,ň-l) 

(VysVzusj)s WasVzanlonoe ÚVno Vy) 
a práve n hrán čÍžky n 
VVz.v ný)» Vas nežis%0%4 (VnsVonj . 

— X. Nech je duný graf GímjZn-l), ktorý ná g-očíslovanie ©2, 
príčoa fe z (ass oso + Poúľa bodu (b) daf,1.8 platí potom 
Boy z [9 . oja kde alebo x.sí ulebo x, zinei. Ax ozna- 
čína vroboly grafu (en) tak, aby platilo v,sv. a, poton v súla- 
Ge s čsť.1.8 a 1,10 platí medxí hoánotc b ľubovoľne j hrany 
BySÍVAsV 4) grafu © v očíslovsní O, a älžkou A144 hrany h,. V šra- 
fe <2n) vzťah: 





A. í % uv 5. 
19 2 ak je b, Žn 
z ktorého vyplýva, že z 2n-l hrán grafu G má v ava Con) prúá- 
Ve jvúna hrana dížku n a zo zvyšných 2n-2 hrán grafu G ma jú 
V grafe ©n) práve čve hrany dížku i, dí príčom 
rovnakú äfžku 1 majú uráve hrany (U. s 


# 


fa (v Vxsné Vinná? 
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Z bodu I.dôkazu a z dôsledkov deť.1,.11 a 1.12 vyplýva, že ak 
postupne otočíme zreť G v grafe on» (n-1 krát, dastaneme cyke 
lický rozklad grafu (2) na podgrafťy izosorťné grsfu G. 

III. Hsoh je duný cyklický rozklud grafu <sn> na podgraťy 
izomorfné grafu Gíngon-1). Vezmime Tubovoľný z n podgraťov toh- 
to rozkladu a ozuačne ho G. (G,. je izomorfnj Doxážeue, že 
v grafe G, (u) zoči v v (b) vodové 
hrany majú dlžku 1, isl,...,n-l, pričom ak sú týmito dvomí hra- 
ink pni a (Yo V 44) , potom platí gžšpé (mod Zn). 

(a) Predpokladajmo, že v G, existujú dvo hrany dľžky a, na- 
príklad (VyVysn) A (V.sVrsn): ká Ťžn, 1 £y Sin, sťx (mod n) 
(bez obasúzenia všecbacnosti môžno predpokladať, ža y >x), Po- 
dľa definície cyklického rozkladu musí tento rozklad obsuhovať 
aj svať gíš7%), ktorý vzalkne z G. po y-z otočeniach, Grať 
ai77%] bude potom obsahovať hranu (v Vysť sn), Čo odporuje dafi- 
nícií rosklaúu aszu. <2n) . 

(b) Podobne ako # bode (a) možno ukázať, že v grafe G. sa 
nenôžu vyskytovať viať ako dve hrany dížky 1, 1s1,2,... ,nel. 
Nech teda v G. existujú práve dve hrany dížky 1, napríkila d 
(Ws M Ž a (v v? Vyss0: 1 1žx £ zn, ly ža (bez obneázenia všo- 
obecností možna predvoklačať, že y >4). Predpoklada jne, že 
y-iťn. Počľa definície cýxlického rozkladu musí tento rozklad 
Obsslovať aj gruť 0Í77%), ktorý vzníkne z G, po y-x otočeniach.. 
Grať 1772) bude potou obsahovať hranu Mys Vvsá la čo oúvaruje 
definícií roaklaču grafu <25) „ Musí byť teda f-žsn. Z dokána- 
ného fobava existencia g-očíslovania grafu Č. 

k 1. Ak srať Gíng2n-l) ná p-očíslovaníe, potom exi- 











stuje cyklický rosklad grafu <2n) na podgraťy izonorfné gra- 
fu 

adok Z. šk grať Gímzžn-l) je 2-maioši teľný a ak exi- 
sa te ČÍSlOVANiE ŽÁdio Lreiov, potou existuje cyklický roz- 
klad grafu (2n) na podgraťy izonorfné grafu U, 


+ 











Na záver tejto kapitoly uvesúme ešte niekoľko prívlač 
ríklad 1.1. Príkladom grafu, pre ktarý existuje W-očís- 
lovanie, sle neexistuje («očíslovanie, je graf na obr.1.3. 
(ľakýsto príklačom níže byť aj ľubovoľný graf, ktorý nie je 
prád grafom u pre ktorý existuje d-gčíslovanie.) 
klad lež. Príxiadom grafa, pre ktorý existuje C-0čís- 
zadná ale neexistuje %-očíslovanie, je srať ni obr.l.d4. 
Príklad 1.3. Príkladom grafu, pre ktorý existuje YV«očís 
lovanie, ale neexistuje GT-očíslovsnie, je graf na obr.l.3. 


Va 
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Obr. 1.4 Our. 1-5 


Príklad 1.4. Príkladom grafu, pre ktorý existuje J-očís- 
AJ ale neexistuje O-očíslovanie, je graf m obr.l.6. 
ea Príkladom grafu, pre ktorý oxistuje O-očís- 
istuje 1-očíslovanie, je graf na obr.l1.T. 














«il 





lovanie, ale nsezistuje l-očíslovanie (a teda ani J-očíslo- 
vaníe), je ľubsvorný grof, ktorý nie je párnym gruťoa a pre 
ktorý existuje ol»-0ČÍslovanie (najmenším takým gsrafom je troj- 
uholník]. 

ErízisA 1.7. Príkladom grafu, pre ktorý existuje g-očíse 
Lovunie, sle neexistuje p-očíslovanie, je graf na obr, 1.8. 








V nasledujúcich kapitolách sa budeme zaoberať aplikáciou 
dokázaných všeobecných viet na získanie Gyxlicxých rozkladov 
kospletného grafu na podgrsťy izonorfné daném grfu istého 
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Fapitola II 





5l. V tejto kapítale as budemé zaoberať rozklačmi kom- 
pletných grafov na n-uholníky, n23. 

ae dokážeme niskoľko viet. 

gta Z.l (Bosák). Ak je Gíuzn) eularovaký graf, käe 
nžl alebo 2 (moá a, potom nsexistuje %«-očí slovanie grafu 0. 

JÔ KAZ « Pripusťas, še existuje <-ačíslovanie O, eulerov- 
sa rá ÚČANY, kda nžl alebo 2 (mod 4). Nech ná hrana h, 
noánotu b, v očíslovaní O, (isly.e.,i)j. Fotoa zrejme platí 








Ý By >1 (meď 2). Ňa druhaj strane pre každý uzavretý ťah T 
s 
sá triviálne a (moá 2), kdé sa sčituje cez všetky 
hrany ťahu T. ný apor dokazuje vetu. 

šia Ze2 (Kotgigje Pre a-uholník existuje o«-očÍslovanie 
s vad koč no alebo 3 (mod 4). 

Úkaže Z vety 2.1 vyplýva, že v prípade, keď nžl aiebo Z 
(mod 4), neexistuje d-očíslovanie n-uholníka, 

Nech je nSÚ (mod 4), nzámw Nech je neuholník opísaný 

kružnicou K z ÍvysVoss++sVypVyš. Potou d-očíslovanie n-uhol- 
níka dostaneme, ak vrcholu v, priračíue číslo a, takto: 








(1-1)/2 i nepáme 
a, z Ý dasl-i/z i párne, ižzn 
dan / 2 i párne, 1>2n  . 


 Raždé z číselll,2,... 4m okrea čísla 3m je priradené práve 
| dednémi z vrcholov neuholníka (číslo 3u nie je priradené žiad- 
v Ň il vrcholu, Obr. 2.1). Saždá 7 čísel ŤyZgoss A 4e nadnotou 
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jednej z hrán n-uholníka. 

Nech ju ne) (mod 4), nzám-1. Nech je n-uholaík opísaný 
kružnícou £ z Vw sY s “s. zst Je Fotom d-agŤÍ z. 
n-uholaíka dostanose, ak vrcholu v, príradíme číslo a, takto: 





LY V 21] ie 


ámi/2 — 1 páme 
ay # (4-1)/2 1 nepárne, 12 22-1 

(11)/2 — 1 nepárne, 1> 2n.1 
každe » čísel O,1.4«.s „úl okren čísla a je priradené práve 
ječnému z vrcholov n-uholníka (číslo a nie ja privadené žiad« 
nemu vreholu, obreZ.2). Každé z čísal 1,2,...,n je hodnotou 
jednej z hrán neuholníka. a 

Veta 2.2 je Gaxázaná. 





Zel. Ľahko sa zístí, že 4-ôčísl čvanie 9% 
faié v dôkaze vety 2.2, je pri nšO (mód 4) 


| Ma, Sko ovaním. G každej hrané (v. st] I-uholníka pls- 
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tí totiž v 0. alebo a, £ Zm-l, as> žal alebo a,>2ml, 
a | 

S (rele 

3 Za m+ 





O zá 


Úbrež. ? 


Z poznáaky 2.1 a z čôsledkov 1 a 3 definícií 1.1 a 1.2 
Vyplýva ľahko 

eta 2.3. Pre n-uholník existuje [mačíslovanie práve 
vtečy, keč nsO (zod 4). 


52. fozklady konpletného grafu na trojuholníky 
Ľahko sa zistí, že nutnou počmienkou pre existenciu rez 
kladu grafu < na trojuholníky js podmienka nzi, alebo 3 (moč $8). 
Táto podmienka je zároveň postačujúcou podmienkou (pozrí napr« 
[6] „str. 211). Na toanto mieste su však budom: zaoberať len cyk- 
.  Mickými rozkladmi koupletných grafov na trojuholníky, pričom 





00 sta 2.4. Cyklický rozxlad kompletného grafu (a) na troje 






uholníky existuje práve vtedy, xeä je n7l alebo 3 (nmoď €), 
a ný. 





na s > je ekvivalentná úlahe nájsť tev. Stelnerov 
systém trojíc rádu n. Steinarov ým systémom trojíc rádu n sa 
nazýva taký systém nín-l)/6 trojíc utvorených z daných a prv- 
kov, že každá z nín-1)/2 dvojíc utvorených z n prvkov sa na- 
chádza práve v jedaej z trojíc systému. Veta 2.4 vo Toruulá- 
cii pre cyxlické Ztelinerove systémy trojíc bola prvý ruz do- 
káxaná v [8] , dôkaz je vôak odlišný ed nižšie uvedeného [a]. 

Skôr než by sme príkročili k dôkazu vety Z.4, savadiene 
ečte niekoľko definícií a čokážome niskoľxo pomocných viest. 

fef.:.l. Systén k disjunktných čvojíc (Pystp) Ý obssku A- 
cich čísla 1,2,++.,2k a takých, že 4. -P.“T pre Tel sese,k, bu- 
deme nazývať (A ,kj-ayst énon. 

Dole Zef. Systém k disjunktuých dvojíc (prsúp) obsahu jú- 
cich čísla 1,Zze+e,2k-l,2k+l a takých, že 4,5-p,sr pre relss.., 
k, budeme nazývať ná 

Lena 2.1 (Skolem ([18!). (4,k)j-systén existuje práve vto- 
Gy, kač kB0 alebo 1 > Ed A 

Pôkuze 1. Sk dvojice (Posdp), Telyesssk, tvoria (A,x)- 

A, SP.ŠT 3 Prlisec,k 


MM) : 2% Já žst 7 š Kík+1) « 

fota platí 
OE, 29 s k(2k+1) , 

j 1 pravej strane je súčet čísel 1yŽyse+„2k. 
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Sčítanía týchto dvobh rovností dostanéue 


>a z - kí5k+7) , 

čo dáva celé číslo len pri kS0 alebo 1 (nod 4). 

11. Nech je kSO (mod 4), kráňi. ([2,k)enystém poton tvoria 
úvo jicet í 

(1) (4u+r,ôusr) pro rO,ly. + „20-1 

(2) (2n+1,6m) a (2m,4m-l) 

(3) (m,dueler) — pre relŽssce „501 

(4) (1,2+1) 

[3] (mt2+r,2meler) pre reOslsec«s 0e + 

Dvojice (1)dávajú všetky párna rozdiely 2,4,...,4n7 dvo- 
jice (2) čúvajú nesárne rozdiely Za-l a 4m-l, dvojica (4) roz- 
diel 1, dvojice (5) nepárne rozdiely 3,9,<+2,2iee3 a dvojice 
(3) zvyšné nepárne rozážely Zm+1,20%3,. «+ 4573. 

III. Nech je kžl (mod 4], kmáu+l. (4,k)-nystém potom tvo- 
ria dvo jácet | 
| (1) (4n%2+5r. Bue2-r) pre re0,1.0es4 „210-1 
(2) (22%1,61+2) s (20+2,40+1) 
(3) (r,ámtl-r) pre rel,2,. ++, 
(4) (1%+1,m+2) 
(5) (me2+r Jatl-r) pre rel.2soso ee « 

Ivojica (1) dávajú všetky párne rozdiely 2,4y...,úMj Čvo- 
dJice (2) dávajú nepárne rozdisly Zm-1 a ám+1, dvojica (4) roz2- 
diel 1, dvojice (5) nepárne rozdiely 3,9,.++,20-3 a dvojice 
(3) zvyšné nevárne rozdiely Zm+1,20+3,. ++ dčerle 









[ ADA Ze£ (0 Kaaf le (B,k-gystéu existuje práve vto- 
S — Bôkaz. I. Ak dvojice (Prep), Pelyeessk, tvoria (B,k)- 





m Nm 









dPYT sš Pod sono K 


Ú a,“ > s Ž kík+1) . 
lokrez toho platí 
Ž 36) By“ AHL, 
[kde na ľavej 1 pravej strane je súčet čísel 1,2,...,2k-l,2k+1. 
Súltaniíma týchto drobh rovností dostanéne 


Ž. s ž (5k“+3k+2) : 
šo dáva celé číslo len pri kš2 alebo 3 (mod 4). 
II. #iech je k52 (mod 4), kzám+2. (B,k)-syutém potom tvo- 
ria dvojicet 
U) (psdnsžev) pre rely2se+e 2m 
(2) (2n+1,6n2+2) a (4m+2,61+3) 

(3) (4n+3,82+3) 

(4) (4n+7+r,Butáey) pre relyžyse + mel 

(5) (5+%2+r,710%+3-r) pre vel,2ss.+ 6001 

i6) (Ta+3,Ta+4) . 

Dvojice (1) dávajú párne rozdiely Zvápoo. 4m, Gvojica (3) 
dáva zavýšný párny rozdiel dm+2j dvojice (2) dávaju nepárne 
rozdiely 2n+1 a 40+1, dvojloe (5) rozdiely 3,5,.s.,21-1, 

Jica (6) rozdiel 1 a dvojice (4) dávajú zvyšné navárna rozdie- 

ly 2m+3,20%5,..+ 60-1. 

U 1. ňech je 133 (mod 4), kzám-l. (B,k)-oystém potoa tvoria 


faľejrt a 





4) a a pro a PE AT A 


a Le 
i tu m A a 
EF M P. 











23+ 


(3) (m+l+r, Smer) pre rel.Žiss+ „Než 
(4) (2n,4n-1) a (40,8x-1) 
15) ([4asr,fnečop) pre rel,l ss + Zai 
(6) (2+1,61-1) Í 
švojíce (9) dávajú párne rozdiely 2,4,.s.„dlirá, dvojica 

(6) zvyšný párny rozdiel 40-2 j dvojica (2) dáva rozdiel 1, 
dvojíce (3) rozdiely 3,5,6+.,Zn-3, úvojice (4) rozdiely 2-1 
a ált-l a dvojice (1) zvyšné nepáme rozdiely Zmrl,čmt2sessy 





Že 3. ystém k disjunktných dvojíc (Prdy s Obsahujú» 
| ožch čísla 1,Zp.0s kyktň,k+2,...,2k$1 a takých, že 4,-P,ST 
pre relss+s,k, budeme nazývať (€, k)-systénom. 

Dof.Zsá. Systém k disjunktných ôvojíc (p.sd,), obsahu jú- 
cich čísla 1,2,..e,kykt2,k+3,0.+/2k,2kt2 a takých, že g -p.sr 
pre Psl.cs.,k, budeme nazývať (Dyk) -Bystémotie 

Označze ašte (A,kj-aystén (rosp.(B,k)-systénm), v ktorom 
je psi, kvôli stručnosti ako (A“ k)esystém (resp, ako (8 ,k)- 
systém) « | 

Jena 2.3. (C,k)jeaystém existuje právo vtedy, kel existu- 
je (A /k+l) -oystónie 

#ôkaz. Nech je (,x)-oratán tvorený dvojicami. (P.sY,.)» 
Tel yssssk, votom sýstáu dvojíc 
(14k>2), (P.tl.dp 61), el osss k 
| bude zrejme o 
A Nech je (AJ ,k+1)-5ystém tvorsný úvo jí caní Pra ln). 
Bam fe Zn (A „k+1)-aystén obsahuje dvojicu (1,k+2). Po- 

n dvojíc (p.rl.4,71), reisecs,k buče zrejme (C,k)- 











honu Žel. (Dykjenystém oxistuje práve vtedy, keď axistu- 
je (8,611) -5ystén. 
— Bôkaz je celkom analogický dôkazu lemy 2.3. 
ZemA Zej« (Ck) systém existuju práve vtesy, kad ESO ale- 
— bo 3 (moč 4). o 
M fôxaz. I. Nutnosť podmienky vyplýva z lewy 2.1 a lemy 2.3. 
II. Nech je k5O (mod 4), krám. Potom stačí podľa lemy 2.3 
dokázať existenciu (A) ,4mt1)-systému. Takýto (1 „4n+1)-systén 
tvoria úvojíce: 
(1) (m,40+7-7) pre rel.žss++,m 
(Z) 13m+1.5m+2) 
(3) (mt, Jutlep) pre rel,2 eos, 
(4) ([3m+2,Ťa+2) 
(5) (4n+2+p,Butóer) pre rel.Lssse tel 
(6) (60+2,8w+2) 
(7) (5n+2+r,Tu+2ep) pre ral,2,.eos mel 
(prí usi sa (5) a (7) vynechajú). 
Dvojice (7] dávajú párne rozdiely 2,4,...,Zm2. dvojica 
U (6) rozdiel 2m, čvajice (5) rozdiely 2m+2,Zntá,s..áťfie? a dvo- 
U jica (4) zvyšný párny rozdiel 4mg čvojlees (7) dávajú neprárns 
rozdiely 1,3,..+,2Zm-l. dvojica (2) rozdiel 2241 a dvojice (1) 
| zvyčné nepáme rozčiely 2+3,28+5,...,4m+l. 
111I. Nech je k%3 (mod 4), krám-l. Potom stačí podľa lemy 
| 2.3 dokázať existenciu (A „da -nyatémiu. Ťaxýto | A 4a) -aystén 
0 (axánt2-r) pre rel,ž,.-.,2n 
(2) (2n+1,6u) a (41%2,68+1) 


úd J 
NA | 

















492 LÁmtč+r, Busl-r) pre relyčso.e ml 


he M. | ú 
INE Ml | 
M A. tal 2 m 
Ba — 
fa 
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(5) (5n+1+p,Ťaep) pre rel,2ses. ine 
(pri mel sa vynechá (7) a (5), pri us2 sa vynechá (9) ). 
Dvojice (1] dávajú všetky párne rozdiely 2.4,...,4nz dvro- 
| jáce (2) dávajú nepárne rozdisly žu-l a 40-1, dvojica (4) roz- 
dial 1 „, čvojice (5) remčlsly 3,5,++e„2lôe j a dvojice (3) zvyd- 
| né nepárne rozčísly čn+l,čmti, ..+ 400. 
i Tým je lema 2.9 dokázaná. 
oz 2.3. alko sa zistí, že (4 ,4m)-systén z časti 
d Pr 7. čet doutanené z (4,40)-aystému, skonštruované- 
bo v časti Il.dčkazu leny 2.1, ak v ôvojici (pod, pre rely.. 
+.,K namíeato Pys TOSp+ 4, položíme a TEap. 2lep Slo 
[2 áut1jenystém, skončtmovaný v časti Irl.dókanu l6ey 
Bel, nie je (A ,áa+1]-systénon, preto bolo potrebné skonštru- 
| ovať v časti li.dčkanu lemy 2.5 nový systén. 
Joma. žsú. (Byk)-oystén axistuja právo vtody, keď KE] alo- 
— bo 2 (mod 4), ky. 
Dôkaz. I. Sutnosť podnienky vyplýva z lamy 2.2 a leny Z.de 
Il. Nech je k2l (mod 4), kmánrl. Potom stačí podľa lemy 
2.4 dokázať existenciu (B" 42+2)-nystému. Takýto (B“ „4m+2)- 
systéu tvoria dvojice: | 
aj 151l 
(4,5), 19,11], [10,13], (26), (3,8), (1,7) 
b/ už2 
A) (vyámtácr] pre rel,Z.. oe „2ntl 
3 ho A (2+2, 6+3) 
(3) (6262,15) 
) (5mtl+p,Tutá-r] pre val. Ž ooo s 
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(6i (4m+3+r/Bntámr) pro Pož Spas z 
U (prí 252 sa (6) vynechá). 
Dvojice (1) dávajú včetky párne rozdiely Zydyo «+ „48021 
 dvojíca (5) dáva rozdiel 1, úvojico (4) pozdialy 24,3ses0 čaty 
o úvojica (3) rozdiel 2a+3, dvojice i6) rozdiúly 2005,20! ,. +4 
4u-1 a dvojica (2) zvyšný nepárny rozdiel 4+1. 
Ostáva prípad msÔ. ľahko sa zistí, že neexistuje nijaký 
| 6 o) rovotén. šxistuje totiž jed ný (8,2)-aystém 
(1,2), (3,5) , 
dl ktorý však nie je (8“,2)-systénom. Podľa leny Z.á potou nee- 
I zistuje ani (D,l)-systém. — 
XII. lech je x52 (uod 4), krdnt2. slad a any, Šo 
Z.á Gokúzuť existenciu (B + „6m+3)-systémi. Ťukýto (B“ ,42+7)- 
systém tvoria dvojice: 
14,3), (9,7), (1,4) 
I w a21 
000) (má zr) pre Rp va 
(2) (ča úntú) a (22+3,6n1+3) 
M. naš? (Tatá,T+5) 
MN (8a+5,60+7) 
(4+5, 6+5) 
s ya) úra m oe A 
„m. sitá TsTatá-r) pre rel.žso se lol 
i | sa - vynochá (5),(6),(7), prí ms? sa vynechá (7) ). 
» (ej dáva rozdiel 2, dvojice (7) rozdiely 4,6,...+, 
fa rozdiel 2m, dvojice (6) rozdiely 2m+2,2ntá, 
e (2) zvyčné párne rozdiely 4a a 424 dvoji- 
s 1 : a dvojies (1) dáva sú ostatné nepárne 















vozčiely 3,9,+00 „účt ža 

Leoma 2.6 je dokázuná. 

Poznámka Z.4. ni jeden z (B,k)-systénov, slon týnováných 
v 1eme ž.2, nie je (B ,k)-aysténom, preto bolo potrebné v dô- 
kazo lemy 2.6 skončtruovať nové systémy. 

Dôkaz vety 2.4. Ňech je daný graf > s vrcholši vy,Vas++ 
ossYy no an ant $ Šrá tohto paragrafu, nutnou 
podmienkou pre existenciu rozkladu, a teďa aj cyklického roz- 
kladú grafu «> na trojuholníky je podmienka nžl alebo 3 
(mod. 6). | | 
ľe Nech je nzl (nod 6), nsôk+t1l. Uvažujme dva prípady: 

(1) k3O alebo 1 (mod 4)3 (2) kR2 alobo 3 (mod 4). 
(2) X0 alebo 1 (mod 4). Nech dvojice (p.sú,), relssss,k, 
tvorila no juký (5,x)-systém, ktorý podľa 1e 2.1 v našom 
— prípade oxistuje. Poton bude zrejme každé z čísel 1,2,..s,3k 
— obsiahnuté práve raz v aystéme trojíc (Typ ski, G.K) s Trlyoooy 
Š k. Kažčú z hodnôt LyŽznes,3k bude mať poton v sraťe (6k+l) 
ráve Jecčnu z 3x hrán trojuholníkov 
VyVný TN Vel osssk , 




























preto budú tieto trojuholníky zrojae hranove dis jurktné. Cyk- 
lek rozklad grafu (6+1) na trojuolníky potom čoustanece, 
by » k trojuholníkov (+) otočíme v grafe <Gk+1) Gk-krát. 
„  Žozi „úsi. Zahko vidieť, ža ak utvoríme grsť T, super 
poz: cia u k trojuholníkov (+) a vrcholu v, priradíme číslo 1, 
50 tak Úzočíslovanie grafu T. Existencia cyklického 
grafu 6+1) na trojuholníky vyplýva pota 








a ebo 3 (mod 4). Nech dvojice A 






M 
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jský (Bkjenystém, ktorý podľa lemy 2.2 v našom prí- 
pade existuje. Poton bude zrojme každé z 3k čísel 1,2,...,Jk-l, 
3x+1 obsiahnuté práve max v systémé trojíc (Typ, +x,4,!k), rel, 
— nosy ke Ňažšdú z hodnôt 1,2,...,7k bude mť potou v grafe (+1) 
práve ječne z 3k hrán trojuholníkov 
(++) (Vy sť ez Y a,.+k+ siel) Tai oso k , 








preto budú tieto trajdolaíky srejne hranove dis junktné. Cyk- 
I 1ický rozklad grafu <6k+l) na trojuholníky potom dostanene, ak 
— každý z k trojuholníkov (++) otočíme v grafe <k+D Gk-krát. 
Poznánke Zeô. ľahko vidieť, že ak utvoríso gruť T „ Super“ 
pozíci cu x pe (++) a vrcholu v, prir: tý me 
| Gostanume ták S-očíslovaníe graľu 1“. Existencia cyklického 
roziladu grafu (6k+1) na trojuholníky vyplýva potom z vety 1,2. 
Z. Nech je nž3 (mod 6), nz6k+3. Uvažujme dvu prípady: 
(2) ESO alebo 3 (mod 4)4 (2) EX alebo 2 (mod 4), 
x (2) k30 alebo 3 (mod 4). Nech čvojice (pred), relyesssky 
nejaký (C,x)j«aystém, ktorý podľa lemy 2.9 v našom prí- 
tuje. Fotom tbučé Zrajmes každé z 3x čísel 1,2..0.+,0X, 
a Ne „2X+1 obelatvnité práve raz v systéme trojíc 
htk,G. k), roly...yke Kažčú z hodnôt 1,2,...,2k,2k+2,2k+3, 
daj .2k+1 buds sať potom v grufo <6k+3> práve ječna z 3k hrán 



















a. 
Pi 















VaV rn OR OT ol ss s ..X š 


| grufu <Gk+3) na trojuholníky potou dostaneme, ak 
k trela [") otočím v grafe <Ék+3) (6+2)- 
| Sáva spolu k(6k+3) trojuholníkov) a trojuholník 








AS ANN ZE U ktorého každá hrana ná v grafe <6x+3> 
afšku 2k+1, otočíme Zk-krát (čo dáva Zk+1 trojuholníkov), čím 
ostaneme spolu (2k+1)(3k+1) trojuholaíkov. | 
(2) k31 alebo 2 (moá 4), kel. Ned dvojice (Psdp), pnl... 
osy, tvoria nejaký (D,k)-systém, ktorý podľa Lemy 2.6 v na- 
šom vrípade existuje. Potom bude zrejme každé s 3k čísel 1,7, 
oso g Zk, Oki kt osv dk jk +2 obsiahnuté práve raz Y systéne 
trojíc (ryp.tka,sk), Polyee. ke Každú z hodnôt 1,2,..+,2k, 
 2k42,2k+3, 220, 3k +. oude mať potou v grafe Áks) práve jedna. 
z 3k hrán trojuholníkov (VysV ný 1rVg ek lo Va Polyses k, pre- 
to buďú tieto trojuholníky 1 hranové disjunktné, Y čal- 
Šom sa dôkaz ničím nelíši od dôkazu v bode (1). 
Ostáva už len prípad kal. Troba dokázať, če naexistuje 
cyklický rozklad grafu ©) na trojuholníky. 
V grafe > sa vysky tujú hrany dÍšok 1,2,3,4. Existujú 
— btyri nožnosti pre dlžky hrán najského trojuholní xa v grafe 
(9) + (a) 123 s (b) 134 5 (c) 234 4 (4) 373. Keby cyklický 
2— arafu O) úbsahoval niextorý x trojuholníkov typu 
te (a), (b) auleho (c), musel by obsahovať práve 7) trojuholaj 
tohto typu. Koby obsahoval tro juholník typu (4), musel by 
obsahovať práve 3 trojuolaíky tohto typu. Koby existoval 
syklický rozklad graľu <9) „ obuahoval by 12 trojuolať kov, 
čo g 5 možné len tak, keby obsahoval 9 tro juholaí kov 
háuktorého z typov (a),(b),íe) a 3 trojuholaťky typu (4). 
ie nie je zožné, pretože každá s hrán dížky 3 by sa 


ovala Tá dvoch jas 




























U 





33. Roezklady koupletaého grafu na mnohouholní ky 

V tomto parazrafe sa budene zaoberať cyklickými rozklač- 
úž kousletaných graťov na pruholníky, kde pČá. Tu uvedené vý- 
sledky sú v podstate zhrnutím výsledkov prác [5,1,1] « 

Ňajnry uvediene niektoré kombinatorícké výslodky. 

V čalšom bučú všade k,m,p znamenať prirodzené čísla, pri- 
čota p žid. fa | 
Dať.2.5. (k x pl-maticu Asla, (| budeme nazývať maticou 
typu (1), ax platí: 

Ty js dza sy ebnunpavéýtu“ . 

Úznačne nz2kp+i. 

Veta 2.5. Pro ľubovoľné k prirodzené, pž 4 existuje — 
(k x i Ala, 4) typu (1) a k nej matica konštánt 
Be|£. 4], kds 6, 791 alebo -1, tak, Ze platí 


> mys tj? 0 (nod a) 
a ta“ i4 


pre všetky 151 porne 


 Bôkaz. A, pro (nod 4), prán. 
Nlaticu azla, | s k nej konštanty ZŤ určíme takto: 


847 (1-1 ip+j, 


















v. 


4 
Ta 


7 s 





TN 2 3 žne 385111 
rovnajú -1 a všetky ostatné a sa rovnujú +1. 
: V tamto prípade ss Tahlko presveáčíme, že platí 


<. (mod 8), przám+ 2. 
u Ala, | a k nej koaštanty Č s určíne taktoz 











-ji- 






(1-1)p+j 1Ž 4 Sp-2 
814 > 1 (kri41)p-l dopl 
Neni» jp jep , 
|| pričom pri usi Čad sa rovná -1 a všetky ostatné ča sa rov- 


najú +1 
prí me2 č, 4d 6, 63A 11e 118 1, ám 2? 
Ez 4m.) % rovnajú -L a všetky ostatné €, 
sa rovnajú +l. 
| aje zrajné, že sa kuždé z čísel 1,2,...,kp vyskytuje v 5n- 
otici A práve ruz. ľubovoľný, napríklad 1«tý riadok matice A 
má tvar: 
(ielipe1,(1-1]p+2 ssasiprá ip-).íp-2 (k-í+1)p-l, (k-i+1)o. 
Bud cene sať 
64» (1-1)p+a] + [[4-1)p+2] + [(14-1)p+3] - [4-1)ptd] + 
afro) > [1-1] pr] > [ 1-1) pe] + [ 1-1) pre3+ 
sffi4-1)p+9] - [4-1)praJ) - [i-1)prad] + [a-1)porál5+ 
2s.+ Tídpo3) - (ipsá) — (1p-3) + (ipe2)k +(kež+1)p-l+ 
tíkei+tlip » Zplí-l)+2t+čpíhkoi+1)-1 s 2kp+l «. 
0 O. pl (moč 4), pnám+l. 
[. Ústicu žzla, Ja k naj konštanty 44 určíme takto+ 
| (ž-1)p+l 1 5j£p-z 
(im lin /2)p-1 dspoi 1 nepárme 

















| 





) klauíie1)/2)p j+p 
TA | 1p/2-1 js1 
| Ap/2 4-2 1 páme 
Niáei)p+ jm 3£j<p j 








| M ) x A A u), Čza, 4" 24 15 Čog+1, z sa rovnajú “1 a všetky 
00 ostatné Č44 sa rovnajú "1 





ji 


pri mé 2 „28 390009 624, 3n+23 Č 20+1,mô10“ “112941, 31-28 
Čas, 4. ž 28 rovnajú «1 a všetky ostatné aj a 


rovne jú +1. 
Ukážme, že tekto zostrojená matica A splňuje s konštan- 
— tamá €, , podmienku vety. Ze sa každé z čísel 1,2,...,kD vy“ 
skytuje v matici A práve raz, je zrejmé, Každý páry, Za-tý 
- pladok matice 4 ná tvar? 
ap-l, dp, (24-1)p+ly (24-1) 992, oe, 2ap— 3, Žiprže 


Doutanéme (defimajene ž. dy jú pro taj: 


S uvoloape) čar1)ov x Ň [201)p+2] + 


1 
% ž 20-1) p+r) #zap-1+ | 20-1) 2prm+l) m/ 2— 
pes ža + 1 | 












Nm — [iZa-1)Zprán+i] me (4ap-a-2) (m1)/2 s 0. 
Každý nepárny, (2441)-ý riadok matice A má tvar: 
ID+L, Žap +2, + +0, (20+1) pož (ka) p-l, (ka) po 


2. 2820+1, j C2g41, 3 a 2. (2a) — NŤ var) + 


S (Zaptv) - Plane +[ 27%1)pež+ 
1 


tižnajp-l+ (kra) poídaptus1)n/ 2-1 4apráne).) (10-1) + 

+ [24+1) žp-n-6] (m-1)/2+1+(k-g)2p-l z Zkp+l « 
Ni vej 4), p-eámt je 
rana] A k nej xončtant 














2) 
(4-1)pej 1 Šj Špej 
(2+i)p/ 2eč dop-2, 1 aspárne 
(kmä/2+1)pe2 —  jspo2, 1 párno 
Z. M (141)n/ 2-1 j>p-1, 1 nepárne 
(lei/ 2+1 3p«1 j-pel, 1 párné 
ip J>p 


pričom pri mel 24,3! 2a,Ti C2031,3) 2411,4!241+1,7 S rov- 
a Bajú -1 a všetky ostatné a sa rorňnajú +1 
prí nž22 Čo, 38802 01 zapp “6+ 2g, prá “za,pi 


Č 2981,15" “20 29+1, n.l Č2g+1., 3m?“ "++ 209+1, p- 3i 
€ 24+1,p sa rovnajú -1 a všetky ostatné ú4j 50 rov 


najú +1. 

Ukážna, že taxto zostrojené matica 4A vyhovuje z konštan- 
tani %a 4 podúienke vety. Že Sa každé z čísel 1,2 .ss.,Kp Vydky- 
tuje v X práve ruz, je zrojmá. Každý párny, Za-tý riadok uati- 
ce A ná tvar: 

(a1) pil, (201) pr Žo o „Ži po 3 (kov) po, (k> 4+1) pol, Zap. 










| Ž Boj Čža,j © žne spo. o + 


. > [ža-l)p+r] - ) [20-1)prr] +Zaped+ (keg#l.)p- 
va+2 rem — 


-č+íkng+l)pol-čap < Zpí2g-1)+3- [čpí2a-1)+n+4]. 
(m1) /2+ [Zpížy-1)+4n+1] (m-1)- [Spí 24-1) +Te-1 . 
i sM/ Zm župe j+žp (ky +1)- 3e Zap » 2lp41 . 

x iždý nepárny, (24+1)-ý riadok matice A bude nať tvari 
SADLA ŽOP+2 s», (2041) pnl, (041) pri, (491) pol, (2441) pe 


A 


ha. Ť 


a 
— — 








+íg11)poež+ gt jpri-ížat1)p S -[40ptm). 
a(mm1)/2+(4aptán-1) a (4apsTu) (n+1)/2+ 
+2p(0+1)-3-(20+1)p » 0. 
Tým je čôkaz vety 2.5 ukončený. 
© 
janačne teraz znakom M nnožím všetkých prirodnených čí- 
sel Ž kpríp-l)/2, ktoré nie sú násobkom 2k+1, t.je 
M sf, 2... „kpr pol )/2) — (2+1, 22441) „o. „Zb 2x11). 
| Týchto čísel je spolu kp. Označme nezkptpe 
Dať. ž.6. (k X pi-ematicu Asla 94l bud cne nazývať maticou 
| Sora (Z), ak platí: TT PO si. 
| | Jsta 2.5. Pro ľubovoľné k prírodzoné, VV ká. 
aistuje (k x plomaticue isla, 4] typu (2) a k nej matica kon- 
Štánt zsle. |, kde 6, 3+1 alobo -1, tak, žo platí 


s . 
M ža čas s 0 inod nj 


» všetky 12l Z oos sko 
v — Bôkez. šat. 3. cu bsla, „| a k nej kOUTrO tar | 



















J 2le1+1 392, £ nepárna 
(2k+1)(4-1)/24+1 š3žejSp, j nepárne 
(2k01) j/2—i žic p, j párne , 


P 
EIVY l 
1 
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prá mŽ2 E23, zas za TI 00 a, saa, 125%%+4 ži p-é 
ray ay “Zá, su “2411,28 " „tach, 55 2911,61 
ne 2g41, po BO 2041, po TY? 2441, sprá? Č 2441 „pe 

najú -l a všetky ostatné Ca 4 8a rovnajú +1 
b/ keď pš7 (mod 4), prám+) | 

| | # g 
pri asi “za, 1 aže zas 24+1,6 Sa rovna ju «1 a vsetky 
ostatné £ 1j $0 rovná jú +1 





| pri mž 2 baze O NE ay Za 
A „žiabre zap S 2391, 4% 23%, 600506 2.1, mi 
| SL, 20 JM Za, Živý 11 0Č 2341, poáš © 2471, p-1 9 
rovnajú «1 a všetky ostatné 514 sa rovnajú +1. 
Ukážme, že takto zostrojená mtíca % splňuje s konŠtunta- 
ni c, podnienku vety. Že su každé z čísel množiny M vyskytuje 
iticí A práve vaz, je zrejmé. ľalej, Zystý riadok matice A 
vI čitnácivi, čas 2k+l+2g, 2( 2411) m 24, 2(2k+1) +29, 3(2k+1) 2g, 
ná, o. EŠ 2k+1)- 2a, E7bi 2k+1) +20, 


/ koč prám+l 
ud 2a,j “ 2krá3!1) +24- [| 2k41)+2a[- [2(2k+1)-24] + [2i 2k+1)+ 
+2a] +| 3(2k+1)--29] — [3(2x+1)+24] - [4(2k+1)-24] +0... 
+[Zyžízk+1)-24] -[23Ž(2k+1) +29] - [252i 2+1) 204] + 
M + [Z 2+1) +24] 2km 20+1-2k-lmža+ (44-44) (m-1) + 
tág z g. 


2a. že — >ízi-áa+1)+21+ [(2k+1) +2] - [2(2k+1)-21] + 

„ Vleloka) aa] - [pizza] + [3(2km1) +29] -+... 
LA(2k+1.) 2a] + [sa (2k+1) +24] + [(m+1) (2k+1)-2g] - 
-[a A oa free Ena 


Ten. a 

























| - [R22 (2+1) +2a | + [Esž (2+1 )- za] - [2zkí 21.1.) +20] m 
 mánt2a+ča rán mel) 24a (141) » 0. 
Ďalej, (2a+1)-ý riadok matice A ná tvar: 
| Dhodnl, Že 2A, 212441. , 2 (2k +1 j 293-1, 212k +1 j #2 +1, 3 ( 2k41) 2g nl, 
5. Erb 2x11) - 20-1, RŠ (2+1) +20+1. 
v kod prántl 
NU 2ynoi, "zast, 3 sl Zimágcl)-(2koža)+(Zle+1+29+1)+ fa + 
> [2(28+2)+29+1] - [Z (241 )-ž3-1]+ (2441) +24101] + 
eo [RAŽ (201) - 2001] + 2SŽ (241) +2a+2] + [ER 2+1) 
e20] +[23ž( 2+1) +20+1] > —2a-l+2k+l+2a+1- 
- [(40+2)-(44+2)] (051 )+(p«1)(2k+1) — Zkpep . 








b/ / koč prát+3 

Ž as, j Soael,j 5 (Ž6-4071) +( Zlož) + (201+20+1)- [2(24+1)-20-1] + 
+ [2(2+1)+29+1]- [3i 2k+1) 220-1] + [3(2k+1)+24+1]-+ 

ss.- [m Zk+1) -2a-1] +[mí2k+1) +20+1] + [(a+1) (2x+1)- 
-2a-1] - [(1a+1) [2k+1)+2441] nose ŽRŽ(2k+1)+ 
+24+1] +[25Ž(2k+1)-20-1 | + [ZAŽ(2k+1) +24+1]- 
- [253 (2k+1)-20-1] „(2521 ék+1) +24+1] s Zkeš1+ 
+2(2k+1)+ [[40+2)-(40+2)] (m1) +(p-ž) (2x+1)+ 


| tá +2 — ZKL « 
Rým je dôkaz vety 2.6 vykonaný. 
NE ku ? 


ae i 
A É s Ť #. 
á 


— a 





> teraz grať Ččkp+l), kie k je prirodzené, p ža, 
(už. | Systém k p-uholníkov v grafe C2kp+l) 


A tá U V dy jp Ž1 A NÁ 1210: dp ch Čyos sa „žkp+l 






dril zsonssk 
g témo p-ruholníkov v grafe Čekpil), ak má — 





A nožných dÍžok 1,Zsses,kp V Grafo (Zkp+l) práve jedna - 
z kp hrán p-uhbolníkov Ro 4... b... 
Neta ZsŤ. Ak existuje základný systém p-uholi kov v gre- 
U že Girl), potom existuje eyilický rozklad grafu <kpsl) na 
pouholní ky. | 
| Bôkxaz. k existuje záklačný systém p-uholnuíkov v grafe 
 <akp+ľ>, potou dostaneue O-očíslovanie grafu, ktorý vzníkne 
— suporpozíciou pruholníkov základného systému, ax pre každý — > 
vrchol v, položíme a,si. Tvrdenie vety potom vyplýva beppro- —— 
“ z vety 1.2. . | | 
út Vata Z.B. Prí ľubovoľnom k ná © ľubovoľnom 
| tnoa 7), pžňá, existuje cyklický rozklad grafu G2kp+l? . 
i M prso ky. 
Ďôkos. Určíma základný systém p-uholníkov v grafe (kpt) 
Du matíce týpu (1), vyhovujúcej podmienke vety 2.5. 
1 p30 (moč 4), psáu. Označno 1"alaf |, resp Z“sle/| 
hticu, ktorá vznikne z matíce A, rusp. a matice Z, skonštru- 
ých v bode A. dôkazu vety 2.5% tak, Ža prvky každého riad- 
5A, rudpematíce Z pemutujese podľa permutácie 
b 2 Z 2... čl s 25+] ... 4b-l + 
08 3 2. Žel 2m+l 2m+2 ... dm . 
ti A uro jme tiež vyhovuje podnienkam vety 2.7 s končt 
Zvoľme ľubovoľný vrchol v, (x c flyŽis+s žkp+l)). p-uhol- 




































——. nA v 
ao 


-— v 
m j í Za Bič " 1žiosoe Xi d71.4 LA AJ „P © 


— 








oĽaliko sa zistí, že K, je okutočne popísaný kružnícou, t.j. že 
NRUUNNU S son o oo 





z p32 (mod 4), prámt2. Označne A "zlaj 4], resp. z“aler | 
maticu, ktorá vznikne z matice A, vssp. z matice Z, RA 
om v bode Bi. dôkazu vety 2.5 tak, že prvky každého ríad- 
u 1 + A, resp. matice Z permitujeme podľa: 

V pri nl padďu identickej pornmutácie 
sri m > 2 podľa pornutácie 
0343 6 7. 8 casžnti 2093 2mtá zmt5...4m 4m+1 ne 
22 4 5 401 401 duel... 9 7 4m dneže..B 6 427). 
ica A zvajné tiež vyhovuje podulenkau vety 2.9 s konštan- 


rot 

























| )- ľubovoľný vrchol v. (x CÚ,Ž,..+2kp+1)). p-uhol- 

k K , zákla čného systém určíme potom rovnako ako v prípade 

Pp sá 4). | | 

„ľahko sa zistí, že aj v tomto prípade je K. skutočne po- 
Ťe je Že Sa nijnký vrchol nevyskytuje V po- 

P Vísc neň ôvakrát. Ľshko sa totiž overí ekvivalent 
vá unie, že sa v postupností p čísel (4-1)p+1, 2(1-1)p+3, 


| +6, 2i lil pr2, Zii-lp+ 1 píži+ke 2) +6,pi1+ke2)+9, 
há,piá se 2) +210 3+ „píd+ko2) +2m+3,pí2i+x-3)+21+12, 
)+2m+5,píži+k—2) +21+3,pí1+k-2) +2a+T,pí2i+k-£)+2n+1, 
2013 „+ respidtknl  »Lpí2i+ke2) ST plá+kel)+1,2 KDY 

ná jak: Svajica a,b, pre ktorú by platilo 


[ db" a 
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EO he "ač | 
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Vyplýva teraz bezprostredne # vety 2.7. 
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un 











Poznázka 2.1. Existencia cyklického rozkladu grafu (2kp+l) 
MN oa“ iť á (mod 4) vyplýva už aj priamo 
z vety 1.4 a5 z vety 2.3. 





+ 

— 66lkom analogicky vo vete Z.8 by bolo nožné postupo- 
vať 1 v prípade pšl (moč 2) s využiť maticu typu (1) skonštro- 
vätiú vo vete 2.5 (body G.,D. dôkazu) na zostrojenie základné- 
ho systémi p-uholníxov v grafe Gkp+l). Ťažkosť včak spočíva 
vtom, ako zabezpečiť, ahý bol K. v tomto prípada p-uholnfkom, 
| toje aby 8a nijaxý vrehol v postupností hrán X. nevyskytoval 
wiac ako dvakrát. ľahko sa zístí, že splnenie tejto podnienky 
no vo všeobacnom prípade dosiahnúť, ak platí veta, ktorú 
imulóväl Kotzig [4] ako hypotézu (jeho formulácia je širčia 
el tá, ktorú tu uvádzame a ktoré je pre naše cisle postaču- 


M d 




























stéza Z.l. Nech možína HROT Č ÚyŽy see 2kp), 
vodmené čísla, splňuje podmienky 


a a4 s 0 (m00 n) 
1 | 
9 # o (moá n) pre väelky M : 


a možno nájsť taku poruutáciu s 4% prvkov 
M, že súčet ľubovoľných menej než p po sebe násled 
prvkov tejto pernutácie nehude nás.bkom n, tej. 


A 1%, fb (mod n) pre všetky kyrel o ssp 
A i r>k, rek < pel . 












A 8a su v [ala - 





a zo M 







- Ľahko možno dokázať platnosť tejto domnienky pre p<T, čo rie- 


5i problém cyklického rozkladu grafu Á0k+I) na Suholníky, 
rôsp. grafu Kák+l) na Ť-uholní ky, pre ľubovoľné p však nebola 


dosiaľ úokázan 











“ Ovežujne teraz graf Skp+p> , kde k je prirodzené, p>4 

x nepárne. 

Beľ. 2.8. Systém k pouholníkov v grafe (2kp+p> 

EÚ a ut VR PA jen sy CT eee 2e 

| o O 

Ba Nosre prvým základným systémom p-uholníkov v grafe Čekp+p), 

k ná každú z kp dÍžok 1,2,o.+42k,2k+2,...,2(2k+1)-1,2(2k41)+1, 

M Em A (2x91)-1, 27A (2k+1)+1,. ++ „kprE5ž v grafe (2kp+p) práve 
MU) bv m6 prshodačkov Ej esoskys 

 žs2.) Systém BR peuholníkov v grafe (2kp+p> 

A OM Vt A at fajke YCÍL 2 ose, Zkp+p) 
























+ 











a druhým základným systémom pan v grafe (Zkp+p>, 
Ba | každá Z par peuholní ku K. dížku sí2k+1), 

Zoznám £ Druhý aúkladný systém pouholníkov v grmufe 

p> sa tahko skonštruuje takto: zvoľme ľubovoľný vrehol Vy 
Sí, Boo» 2kp+p I) p-.uhoiník A určíme tekto: 


Slv x+ ža aj p«] "x? 








A la +1), 131 seo S Snine s a 
> pla Veta 


2x existuje prvý základný systém p-uholní kov 
2. > " existuje cyklický rozklad grafu <2kp+p> 


. 
m a 








ma pruholn íky« 
| Dôkag. šk každý s k p-uiholníkov prvého základného aysté- 
mu otočíme v grefe Skp+p> postupne (Zky+p-1)-krát, a každý 
tú pruhoiníxov čruného základného systému - ktorý podľa po- 
— gnámky 2.3 vždy existuje - otočíme v grafe Gkp+p> postupne 
Žk-krát, dostaneme tak systém (2k+1)(kp+£7$) 
ža sa každá hranu grafu (Zkp+p) bude nachádzať práve v jednou 
p-uholníku tohto systém. Cykličnosť ja prítom zrejná. 




























+ 
Problém spočíva teda v určení nejakého prvého základného 

mu peuholníxov v grafe (okp+p) « Tento systém možno určiť 
cou matice A typu (2), výhovu júcej podaienke vety 2.6. 

h As ay, U je takáto watica a nech je šs|£, 4l príslušná ma- 
tú. i š Zvoľne ľubovolný vrchol v. (x cÚ,2,...„2kp+p)). 
Mr k, určíme takto: 


vyv. vy ... | V ! 
X 230113? tá 17 X+A. 4? sv. nike p<1 H ž 


du V dia, © ia, ? 1h sonsyKý Želyses ,P , 
Ú8zs Bore nos 8 © % (1.2 oos BD) + 


sa 








| Však treba zabezpečiť, aby s. bol skutočne popísaný kruž- 
h t.j. aby sa nijský vrchol v postupnosti X, nevyskytoval 
S ako dvakrát. Ľahko sa zistí, že splneníe tejto podmienky 
mo všeobecnom prípade dosiahnuť, ak platí veta, analozic- 

| Nech množina knizne es C u?) kde k,p 
6 čísla, splňuje podnienky 



























jo > 9 dona 


aa + 0 (mod n) pre všetky 1,jsl.ooo,P 4 
ňe ns2kp"pe S 

Potom možno nájsť takú pormmutáciu A po prvkov 

nožíny A, že súčet Tubovoľných menaj než p po sebe nasledujú- 

U tejto perautácie nebude násobkom n, t.je 

py já a, FO (mod n) pre všetky kýrrl,..s,p 

Ť , r>E, rk pl » 

Y tosto prípade možno ľuhko dokázať platnosť tejto domní sa 

- páT, čo rieší problém cyklického rozidadu grafu <10k+5) 
iŽky, Tospe. grafu (l4k+T7) na 7-uhoiníkyj pre ľuhbovoľ- 

+ 

1 odľa vety 2.8 existuje prí pRÚ (nwod Z) pre ľubovoľné 

i 2p) cyklický rozklad grafu “n) na p-uholníky. Je zrej- 
oná pzO (mod 2) neexistuje níjaké x#l (mod ?p) tak, aby 

M nžx (mod Zp) existoval cyklický rozklad grafu “) 
iolníky. ľahko sa však presvadčíme, že pre niektoré prO 
U N3" n a x#l také, že nžšx (mod Zp) a existuje cyk- 
ný a na p-uholníky. Zvoččí o tom príklad 2.1. 
že pri prsi (mod 2) neexistuje ni jaké x, 
A 1 Zp) tak, aby pre ľubovoľné nšx (mod žp) 

f rozklad grafu <n) na p-uholafky. ivčak pre 
a (pričom však p určite nie je prvočíslo ale- 
NA“ xép tak, že nEx Ni 
Ť rozklad grafu K na o A 





É hou K NY] „A 
"1 
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Ba m 


A ná ko pa 
MN — 


| aza“ y se tru jú v fs. 





| 
MÍ. 
het 
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NA... vo príklad Z.Z. Ak je p prvočíslo alebo mocnina 












u“. na p-uholn: 





| prvočísla, potom pre nijaké x, x#1 (mod 2p), x+p (mod 2p), ne- 
| axistuje n také, že nžx (moč Zp) a exástuje cyilický rozklad 






Új 49021 (mod 28) ). Zento ronilad je učený v tabučko 2.1. 


fa : 16j sú vrchaly v, označené kvôli stručnosti len ako 1 x o- 


|. čuje ľubovoľný vrchol Vy grafu 423> (všetky čísla v tabuľke 
B.1 sa berú modulo 49). Gyklický rozklad grafu 43) na lá-úhole 

























r 8rolu 84 
VY uťka Z.l 


z „£+8 
„x +8 ,xV1 
By: +26 x+7 „2415 
„2+40 | x+15,x414 
S | k+lá xm+22 
+3 | | 2+21,4+29 





















| 2+29,x+28 








2+2 4 X 


- o r er error oe 





X „X+9 
X9 „2+7 
x+Ť „X+16 


 n+16,x+14 
| 2014,x123 


R+03,x+21 


2+21,x+30 


2430x128 
2428,X+71 


2431,1+35 
 X475,2149 


+35, x+dá 


KtádKtáL | 


Ktád kt 


X „4110 


| k21O,x+Ť 


247 „K+1T 


 KAL1  z+l4 
 Rnrlásatza 


X+21,x+71 
x+jd 4t88 


x+38,x+39 


n+ážktá 
Ktál,x+7 


+3 . Z 


X „x+11 | 
| +11, x+7 
2.7 „+18 


x+18,%€14 


| x+14,x+25 


2d 2+71 
K+21,24+732 


n438,2+28. 


k+20,2+39 


2433,2+37 | 


n+iž stá 6 
z+ábxtáz 
Rtádztá 


ktá 4 X 


1 ťi ty dos tanstie, ak 14-1bDolník ča otačí me postupné sd-krát a 
taždý z 14-uholaf ov K.,Ka,Ky.kg.Kg postupne 6-krát, čím dosta- 


X „+12 


K412,x41 
| Xx.Ť „x417 


X+26 x+21 
n+21,x+33 
n+23 xt 28 


x+28,x+40 


n+40,x+33 
n43D,214Ť 
niáŤ xmtáž 
ztád,k+3 


X9, x | 

















ma 15-uhciníky dostsneme, 


“É | z 









.11,2+27 

















ža 

z „2+3 
X+3 „%18 
18 ,2+19 
x+15,x+11 
KY KI 
RYLÍ ,2%00 
x+20,x+22 
KLD A+ Je 
x+ 32, 2+28 
n+2B,x+ já 
ntjá 2437 
X+3Ť „xtáz 


2. | 2142,2+49 
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šeňi|4. 210 
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X+i 4, Z 


Príklad 2.2. Cyklický rozklad grafu 61) na 15-uholafky 

| fa a „ 61521 ža 30) ). Tento rozklad je udaný v tabuľke 2.2. 
Označenie vrcholov je analogické aka v tabsž.l (všetky čísla 

w tabuľke 2.2 sa berú modulo 51). Cyklický rozklad grafu ÚD) 
ak 15-uholník K, otočíme postupne 
5ôskrát a každý z 15-uholnfkov K.,K. postupne 16-krát, čín do- 
Tabuľka 2.2. 


X ,k113 


K+15,x129 
x+29,x+16 
Xx+16,x+18 


+28,x+17 


nt11 xt 38 
X+3R tá 
K+46 2937 
n233,%+32 
K+3d „2174 
4+24,x+49 
x+49,x4127 
2+12,x+90 
x+3),2+1 
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Pod stromom budene rozumieť konečný súvislý graf bez kruš- 


níc, obsahujúci aspoň jednu hranu. 
Ako sme svomenulí už v úvode, vyslovil Ringel [S] túto hypo- 


tézu? 


















Hypotéza Jel. Kompletný srať Gn+ľ) možno rozložiť na 2n+1 
Stronov izonorfných danésm stromu s n hrunaní, 
Vzhľadom na to, že sa v tejto práci zaoberáne cyxklickými 
rozxladní, nahračíme túto hypotézu sílnejšími hypotézuní : 
Hypotéza 3.1“. Konpletný graf m+ možno cyklicky rozlo- 
Kiť na A denénu stromu s n hranani,. 
iYLotéza Žel .. Komplotný graf ús D) možno cyklicky roz« 
ložiť na udá stromov izonorfných danémi stromu s n hrúana- 
il, pričom k je Tubovoľné prirodzené číslo. 
V čalčom čokážeme platnosť hypotézy 3.1“, resp. hypotézy 
Gamný utrom patrí do niektorej špeciálnej 











M prípade, keď 
Tá e ky stromov. 
ZavakoBi G. (ulebo lon €) budene +anačovať had « strom s prá- 
a koncovými vrcholmi a 1 hrenamíi. Znakon H. (alebo len 
leme označovať hyícadu - strom.s 1 hranaai (12 3), ktorý 

ve 1 koncových vrcholov (a tsda práve ječen vrchol, kto- 
Nie je koncovým vrcholom). 

| s Zaklačom Da, Stromu S bučene nazývať podgrať , tvo- 
Vocikými prvkaui strom S okreu jcho všetkých koncových 

É W a koncových hrún. 

© zrejué, čo keč je SAC., SM0., SM, bude 3 opäť stro- 














b 


s 
ň 


ľubovoľnémi stromu 3 nážena príradiť čísla síS) takto de- 
finované (pozri obr. 3.1): 


pofeJeče (1) zí0)-0, z(Hjsl 
(2) zíSjzz(Z.)+%1 pre 58C, ss. 





zí9,j3 1 A 


Zí34373 
Obr. je1 
3A Žel. #k pre strom S je z(3)£1, potom sxisťuje (3-0- 
číslovanie stromu 3e | 
iukäZe och stroa 5 má a hrán 
| Z. Nech je z(5):0, potom 580.. Noch je €. tvorený vrcholni 
py postery 8 hranami Prasa 32l ss snsľie Útrorne dve postup- 










1e361. vrcholov stromu S: Asívy VosVyss+e), BrÍVosVsVán o» « ) 

Dčíslovanie stromu U., Čôstaneze, ak i-temu členu postupnos- 

M A príradíme číslo i«l s i-tenu čienu postujmosti 5 priradí- 

b číslo nei+1 (obr.3.28). 

Al. Nech je zí3)s1, potom alebo ZžC., k<n, alebo SE . 0- 

II vrcholy stromu 2 tak, aby bol podgrať Zo tvorený vrchol» 
Tls+ ++ Vy a hrunami (VaV 41): islzoss skol a ahdý vrchol vy | 


Lv © susécný s 44 045 Č) koncovými vrcholní Výja Vz sn eno iay? 


oasyk (prítom je k+ A o a Utvorse dve postupností vr- 


-41- 


cholov stromu 5: 
AV V z V 21% U 12g 334131 42: .- 3 Tá? Yas VojsV 628 +... dú - Ja 


BV zs Ý z 55 © © lay "2 a i “ zas 48 1515752: ae aaa! 6+ . “ j » 
5 čostanémo, 3 k i-temu členu postupností 





B-očíslovanie strom 
l priradíme Šíslo 1-1 a i-tenu čismi postupnosti B priradíme 


čísla nel+1 (obr. jsžble 
i“ © 4. Oba Bd 

















festa.Žel. 3k 0 strome S s n hranami platí z(3) $1, potom 
existuje cýkiliský rosklad grafu (ýkn+Ť) na poúázrufy izosnorfné 
strozu Sly príčomn k je ľubovoľné prirodzené číslo, 
ZôkHZe Tvrdenie vety výplýva z leny 3.1 a s vety 1.4. 
Askotzíg vyslovil túto dossianku: 
Syr jete Fre ľubovoľný strom existuje %-gčíslovnule, 
a útatnect tejto domnienky by podľa účalediu Z vety 1.2 
fine vyplynula serévnosť hypotézy 3.1. Zároveň je zre né, ža 
nosť hypotézy 3.2 nie je nútnou podnienkou pre správnosť 











iotózy Žsl « 
. Zvrácnie anal gické hypotéze 3.2 pre b-očíslaovania napb- 


KO o tom sycáčí príxlad 3.1. 
© žrišlod Žel. Príkladom stromu, pre ktorý neexistuje [-0- 
ho unie, je strom Sa uvedený na obr. 3.7. Ťento strom je zá- 












roveň ninimálnym stromom 
existuje Pegčielovanie. | m pa 


% 















Vbre jej 
JENAČNE zZnakou mí3) priener stromu 8.2) čaaákom Jia,m) 
bud sne potom označovať triedu stromov takú, že pre S € Jíz,m) 


platí zí5jsu, Bí3)su. 

F"otom platí veta: | 

sta jež. Pre nijaký strom 5€ $(2,4) naexistuje [močís- 
lovaniee 

Skôr, než by sme dokázali vetu 3.2, dokážene pomocnú vetu, 
kosa 2.2. och je v vrchol stromu S. Oznáčue 8“ stron, 
ktorý vzníkne z S pridaním novej koncovej hrany ív,uj, kde u 
Je nový koncový vrchol. Potou platí: >k existuje d-očísl wa- 
nic (resp. [i-ožíslovanie) strom 3 také, že vrchol v ná v Ňou 
hodnotu U, potom existuje aj d-očíslovanie (resp. peačíslova- 





nie) stromu a také, ža vrchol u má v ňou hočnotu 9. 

#ôrau. Nech Us je dmočíslovanie (resp. B-očíslovanie) 
tronu S s n hrunauí taká, že vrchol v ná y U. hodnotu O. Očíse 
lovznie 0.+ strocu Sy, ktoré d ostaneme tak, žo novému koncové- 
u vrcholu u priradíme hodnotu n+l a ostatným vrcholom ponechá- 
8 tú istú hodnotu ako v Os, bude zrejme tiož o-0ČÍ sLovaním 
Pesp. Pračíslovaním). V s-ačíslovaní (resp.v P-očíslovaní) 





Dafiníci u príemeru grafu pozri aapr. v [3 Strede 





NSsiEdoE le. och je v koncov 
Sv nn ktorý vznikne z S vynechaním vrchola v a hrany s ním 
incidentuej. Potom platí: Ak existuje 4-0číslovanie (resp. P- 
očíslovanie) stromu S také, že vrchol v má v ňom hodnotu 0, 
potom existuje aj d-očíslovanie (resp. f-gčíslovanie) stromu 
S. také, že vrčaol u susedný v 5 s vycholoa v zá v ňom hočno- 





tu ©. 
iôsledok Z. Ned: je v vrchol ľubovoľného stromu 3 a nech 
Je u začiatočný a w konečný vrchol nejakej cesty dížky m (t.j. 
cestý 8 a hranami) stromu 7 € $[0,m) U $(1,m). Nech je — 
strom, ktorý dostaneme spojením stromov S a T tak, Že stotož« 
níme vrchol v strom S s vrcholom u strom T. Potom platí: Ak 
existuje d-očíslovanie (rsp. P-očíslovanie) strovwu 2 také, 
že vrcnol v má v ňom hodnotu O, poton existuje aj w-očíalo- 
Vania (resp. [-pčíslovaníe) strom Sí, tské, ža hoánotu 0 



















má v ňom vrehol W. 
úrať R tvorcný jediným vrcholon - ognačue ho v. Predovšet- 
kýt: sa ľaňko zistí, že ak je 5 € ÍC hu $(1,4), potom neexistu- 
de také (D-očíslovanie strom S, aby v ňom vrchol v mal hod» 


s ik jo Sc Íii,4), 1-0,1,2, potom ja pod- 





notu 0. 
Preápoklača juc, že existujú strcay z Úí[2,4) a 
Nech je S“ zinisúlny takýto strom. Označne n počet je- 
8 brán a O.. jdio p-očíslovanie. Nech je h tá hrmna strom 
s ktorá sá v očíslovaní Us» hočnotu n. 

Ak hrana h patrí do Z. , potom je hsív,x), kde vrchol x 
NE a5 Z... Bos ohuodzsnia všeobecnosti možno predpokladať, 


—oč islo 






že vrchol x má hodnotu 0 a vrchol v hodustu n v ačíslovaní O» 
Ostatné vrcholy susedné s vrcholom v [nech ich je spolu 1-1) 
musia sať v O.. hodnoty 1/2,...,1-—l. Yrchol y nepatriaci do 
Zox 8 susedný s x musí msť preto v O. hodnotu k> nei+1 (v o- 
pačanom prípade by sa v 3“ vysky tovalí dve hrany 5 rowakou 
hodnotou v 0 ax). Potom Fotom sa však nájde aspoň jedno j, k<j<n 
také, že hodnotu j neuôže mať nijský vrehol stromu S“, čo je 
Spor © tým, že O... je (-očíslovanie strom s. 

Ak nrune h nepatrí čo Z», potom je h koncovou hranou 
stromu 3“. Nech je hsíw,t), kde w je koncový vrchol. 3eg gb- 
medzenia všeobsonosti možne predpokladať, Že w zá v V bod 
notu ú.čznačnme Z 5a strom, ktorý dostaneme z S“ vynechaním vre 
cholu W x hraný b. Podľa dôsledku 1 1emy 3.2 existuje potom 
aj f[b-ačísiovanie grafu S. Ax je 81€ SR 4), AoStávane spor 
s tým, že S“ je minizálny. Ak je ST € Ý/2,4), je 81 € Ý(1,4), 
preto vrchol t musí byť v S prechodovým vrcholom a v S) kon- 
covým vrcholom, Strom 3a ktorý dostanene z S» výnechaním vr- 
cholu € a hrany s ním lncidentnej, ná podľa dôsledku 1 lesy 
jež tiež («očísl ovanie, v ktorom zá vrchol v hodnota 9, čo 
je spor s tým, čo ema povedali v úvode dôkuzu. Veta 3.2 je 
dokázaná 

Bôíe Že je Veľvou Vív,uj stromu S vo vrchole v sa nazýva 
podzrať stromu 5, vytvorený všetkými prvkumí väctkých ciest 
V strome 5, ktorých začiatočným vreholom je vrchol v a záčia- 
točnou hranou je hrana (vyu), kde u je (istý pevno zvolený) 








Vrčuol susedný s vrcholom v. 
Počat rôznych vetví stromu S vo vrchole v sa teča rovná 
Stuplšu vrchola v. Koncový vrchol sá zrajne ječinú ve tvu, splý- 





vu júcu so stromom S. 





aa8 hovorit, že strom S patrí do z ak existuje taký 

vrchol v stromu S, že (1) všetky vetvy Vysosesty, stromu 3 vo 
vrchole v sú navzájom izosorfnéj (2) o každej vetve V, vo vr- 
chols v platí zív, ŠD 

Budeme hovoriť, že strom S patrí do Ť , ak existuje taký 
vrchol v strom S, že (1) všetky vetvy VysesssVy Stromu S vo 
vrchole v sú navzájom izonorfné nanajvýš s výnimkou jedine j 
vetvýj (2) o každej vetve V, vo vrchole v platí z(V, 151. 

Ja zraj me je 9: 
lež. Pre ľubovoľný strom sc“ existuje sročísl o- 





vanie. 

Dôkaz. Nech je najprv SeJ a nech sú Vysess,Y, navzájom 
i1zomorfné vetvy strom S w vrchole v stupňe 
čet hrán vetvy V... 

I. z(V, 20, potom je VZO + Nech je V, tvorená vrcholní 
Vy Sžo os V a hrananí (vyvý), (výev žu )edsly cesk 421 
n-l. Utvorné dve postupnosti vrcholov stromu 3 takto: 
kad je n párne, nsZa, potou 


NATO RE CA nie VÝ YŤ Vý nooo VÝ s Vý jo 6+) 





X a nech je n po« 


pr tTtyý 


č j | 

Balvi Vše eos Vš ze 208 žne VÝ Výnos V zo žia ++) 
kgú je n nepárne, ax244+1, potom 

Asiv, v] Yýotnos Vis A 19e eos VŤ VŽ, V. s „vý 


vé ) 
20) "24011" 
BO VÝ A Va Vyslov Von VZVÝ VÝ ooo s VÝ ro Vas) . 


v -očíslovanís strom 3 dostaneme, ak 1-tenu čienu postupností 


A priradíme číslo 1-1 u i-teuu členu postupností B pri radíme 
číslo kn-i+l. 





11. z(V, )214 potom je zrejme aj Z £ g. Kach sú VysssssVý 
navzájom izonorfné vetvy stram Zas Označne vrcholy strom 3 
tak, Že vetva v, | godgretu Z. bude tvorená vrebolaí Vy SÍ po eo V 
a hrananí (vyvž)y k jo V+1): Šolzoos tl, a vychol v Polo ss ti 





zl oso, K, bude v 5 susečný ci " Koncovými vrcholui b 4. .0, 
vp m. 2 Os prítoa je +2 rys) Utvorme dve postupnosti vr- 
| úz 


SA 3 stromu $ takto: 
ked je a párne, ms2g, poton 


kaly Via sYi2 42 oz VŤ a VES 
v v 


Brzd 287%%8 dani, usi „Yas 204 1572 za srny Yale 


v # 


SY 


vás 1" 


aj 21a pa ant VY NA S ion 


brdo o root v ono, 
ač NE 


Ba(vhvl. „vl. Sadla V O 
v 


, 21.8 Žida 15 
dy h ÝŽA sToa Yáust Ne YŽ al, A alko Vraj“ 
| A © Žo O RP 


j S 
oja v VÝ Výz Váza .-.. s... EO CA 29729, 2% 
... „vž 


OT. ) 


keú je m nepárne, ús2g+1, potou 


LA TT VAŠE V, vb ose v] v] 


ča?" 2041, 1 
Vas M m NED v 


— oce v“ 
G.2! čas Ton? 





om 


M z 2 
Vá 1 Tac, 13. 20m2, O AE | 
Vr! TO A 


da? 


Vel, 1 ŽA+1, os 040. 9$1. r s...) 


ča+1 
Bav vh vh vasu. 13 Výr Vá 2+ 2 dr? OSA 1: 
| g č 
va roj č4+12 aus 1s, 000021 2301,— T2a+1" 


Vas Vl, 1“ zal, 28e a stan 
A OST POOE A „v. vo. „v? 


32 41 Výo 
Ve pb aa „Va 2e, saje ) 
<eúgčialovanie strom S dostanane, úk i-tenu članu postupnos- 
tí A priradíme číslo i-l a í-tomu členu postupností 5 príra- 
Aíne číslo kne1i+1. 
fiech je teraz S €J s s$J . Existencia deYČÍ 4l ovania 
stromu 3 potom vyplýva z pržáožiaj konštrukcie a z Aásledku 2 





lesy jet. Tým je Účdkaz lem 3.3 ukončený. 

Yste 3.3. Ak strom S s n hrsnaní patrí čo Ť , potom exi- 
stuje cyklický rozklad grafu Gn+ľ) na poderaťy isonorfné - 
SLTOUU Je | 


« Tvrdonie vaty vyplýva 2 1smy 3.37 a z dôsledku Z 





. Ronštrukcia d-gúí slovania je 11ustrovaná 


na sťaženie troch stromov patriacich do ] (obr.3.4), pričom 
strom na obr. 3.ác nepatrí do J . 

jemu Žsd. Hoch je S atrom s n hranani a nech 0. je (3-o- 
číslovanie stromu S také, že hrana ň, stromu 5 má v 1. hodno- 
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tu by, 3olylgonssľie Potom existuje (-očí slovanie O strom Z 
také, že hrana h, bude mať v O. hodnotu neb,+1 (súčasne pre 
všetky 131,2..+..Nj« 

Pôkaz. Nech ná v pe-očíslovaní O, vrcnol v, hodnotu a,, 
izl.Žsgessstitl. Podľa definície (enčíslovatia existuje x také, 
že © ľubovoľnej hrane (v,,v.) stromu S platí slebo a, £ x, 


817% alebo a, >x, a + £X. Útvorme očíslovania O. tak, že vrcho- 
lu v, priradíme číslo a,: 


jú | a 
% ja sk a, 5x 
+ n+ltx-a, ak a.>x  . 





Očíslovanie O. bude zrejne Pročíslovaním S požadovanou vlast- 
Očíslovanie 0. budeme nazývať inverzným očíslovaním k 0. 
iema Jeňe ž. Nech je an ľubovoľné prirodzené číslo a nech 

Je v ľubovoľný vrchol stromu Ge Potom platí: 5xistuje v-0číÍ s. 

lovanie stromu C také, že vrchol v ná v ňom hodnotu 9, 

B. Nech je n ľubovoľné prirodzené číslo a nach je v ľubo- 
omu Č... Potom platí: f-očíslovanie stromu Č 
také, že vrchol v má v ňom hodnotu 0, existuje pežire vitady, x 
keď vrchol v OApo ča "a. 





Bôzaz. Dokážeme najprv tyrdanie 3. Prečovčetkým sa ľahko 
overí nasledujúce tvrúsnie: Ak O. je feočíslovanie stromu m 
s číslom x z def.1.2, v ktorom majú koncové vrcholy hodnotu a, 
TesU b, szotou 
(1) ak je n párne, nszg, potoa je aleho aAŽX, bž£ S B+bog, ale- 

DO je a>x, b>x, a+bažg | 
(11) ak je n napáme, nažg-1, poton je alebo a£x, b>x, b-azg, 
alebo je a>x, bžr, a-hbsy. 

Vreloly stromu Un Pznačne VysVost+ ts vnej 8 Jeho hrany o- 
ZNAČNE DTÍVa Vidia Ftlisssstie S vrcholom v, (1s2,...,n) sú 
intídeatné hrany b. 34 nu, . Tvrdenie B leny bude zrejme dokáza- 
né, ak dokážene, že pre 130 ,.++, [8] +1 existuje aspoň jedno 
z očíslovaní 0A. a. kde oj je f-očíslovaníe stromu © . 

v ktorou uá hrana č. hodnotu n (očísl ovanie oa oxistuje totiž 
podľa 1any 3.1 pre každé n). 


I. Ňach je najprv n nepárne, ns2g-1. Y tomto prívade sta- 


čí dokázať, že existujú očíslovania O Osi, ak 








| je 4 párne a že existujú očíslovania O ža O, 

| ža aux je g učpárne. Predovšetkým sa ľahko zistí, že OČÍ Sa 

lovanie .. existuje pre každé 4 a možno ho skončtruovať na- 
| príklad tak, ako je to uvedsné na GLT. Že Že 

- -— 2 "Á u n 9-1 a4 9-2 g%1 g-j 


Gi hrán | g-2 hrén 
UbIT e Že Za | 

dana čae toraz (A) naslečujúce tvrúsnie: 

AJ As. Nech sú a,b prírodzené čísla také, že h-azj, potou e- 
xistuje f(-očíslovanie strom Čo.) také, že jeho kon- 
cové vrcholy mujú v ňom [as A De 

Az Existuje súcno „oz ez jú 
Z tvrdenia 4. vyplýva tvrdenie B pre nezárne n. ľaťíko su zistí, 
úa tyrácnie (A) platí pre úžlyčyje Nech je teraz (A) splnené 
pre všetky k<gj dokážene, že (A) je splnená aj pre kxa. 
voľae ľubovaľné s c .J, ... „2 22] -1) s 9xit«l. Podľa 1n- 
dukčného predpokladu existuje B-očíslovanie 0 stromu Goya žt.l 
také, že jeho koncové vrcholy majú v ňom hodnoty t-1,9<1. U- “ 
tvorme z (i-očíslovania © iné očíslovanie O“ stromu IN 

tak, že vrcholom, ktoré mali v 0 hodnotu úg-t-l, ponecháne v ď 

tú istú hodnotu ako v 0, a vrcholom, ktoré malí v 0 hodnotu 

X > g-tel, priradíme v © hodnotu x+Zt. Utvorne -Očí slovanie 

Úžiej tak, ako je to uvečené nu obr.3.6. Bročíslovanie 0%. 


24-1 
potou dostaneue ako inverzné očíslovanie k 9.3 


















a>tel g-t gttež g-t+1 451 g-2 g  g-l g+t2tel 
2t-1 hrán 2g-2t-1 hrán 


očíslovanie 0“ 





Kolže s bolo ľubovoľné číslo z množiny A 3yos  [83E] A) s Za“ 
mená to, že tvrdenie A. platí pre kzg. Ak okven toho vezmeme do 
úvehy definíciu konplosentárneho a inverzného očíslovania, vy- 
plýva z toho aj platnosť tvrdenia Ay pre x7. 
II. Nech je teraz n párne, nz2g. V tomto prípade stačí do- | 
kázať, že existujú očíslovania Ož s Už jno 23 0e ak je g párne 
a ža existujú očíslovania AO A ak je g nepár- 
ne. Najprv dokážeme, že očíslovanie 03. existuje pre ľubovoľné 
g 8 výnimkou 972. Ked je g nepáme, skonštruuje sa očíslovanie 
ZA napríklad ták, ako je to uvedené na obr.3.7. Keč je 4 pár- 





č nm. 1 0i 0 na ga a+l o 9g-l gt 4-2 






g-I hrán 4-1 hrán 
UbrejeŤ | 


ne (a#2), skonštruuje sa očíslovanie 05. napríklad tak, ako je 
to uvedené na obr.3.8. Zároveň sa ľahko zistí, že 0, neexistu« 


“« 14 


x “vl 


3 NVolé 
oo .. ss 








je (pozri dôkaz vety 3.2). 

anačme teraz (2) nasledujúce tvrdenie (g > 2): 
(2) Existuje Nia vi, 
Z tvrdila (—) vyplýva tvrčenie 8 pre páme n. ľahko sa zístí, 
že tvrdenie (27) platí pre YXivá i. Nech teraz je (—) splaené 
pre všetky 2 “k <gj dokážene, že (7) je splnené aj pre kg. - 
Zvoľue ľubovoľné s < [2,4,..-,2|[14]], ss2t. Podľa tvrdenia de 
dokázaného v I., existuje (-očíslovanie O strom Šzamt-j ta“ 
ké, že jeho koncové vrcholy majú v ňom hodnoty t,d. Útvorné 
z Peočíslovania 0 iné očíslovaníe Ť strowu Gooužta] tak, že 
vrcholom, ktoré sali v 0 hočnotu < g-t-l, ponecháme v 0“ tý 
istú hodnotu ako v 0, a vrcholom, ktoré uali v 0 hodnotu 
X > 4-tm1, priradíme v © hodnotu x$2t+1. Htvorno edčíslova- 
nie 05. ták, ako je to na obr.9.9. f-očíslovanie 2g Potom 


dostaneme ako inverzné očíslovanie k Os. Kečže s bolo ľubo- 








žt hrán Za-žt-1 hrán 
očíslôvanie 0“ 


Obra 3. 9 


voľné číslo z množiny [2,4,...,2[253]l, vyplýva z toho plat- 
nosť (7) pre ksy. Tým je tvrdenie B dokázané. 

K dôkazu tvrdenia A stačí teraz už len ukázať, že v prí- 
pade nsý existuje “-ačíslOVNnie strom Ca, V ktorom ná vychol 
v hodnotu 0 (obr. 3.10). 

i. 4 G c j 


ho 
ÚbI. Že 16 


Tým, je dôkaz lúty 3.5 ukončený, 








Veta 2.4. Nech 0g, je Pnočíslovanie stromi S, také, že 
vyčnol v ná v 9. hodnotu 0. Hech Go. je <eočíslovaníie (resp. 
Seogčíslovanie) stram By také, že vrchol u stromu S. ná v 0. 
hodnotu ©. Potom existuje v-ačíslovanie (resp. P-očíslova- 
nie) O. stromu $1,2! klorý dostaneme spojením stronov S, 8 S> 
tak, že stotožníme vrcholy v a u. 

Pôkaz. Nech strom S. má n hrán a vrcholy VyVistessY  , nech 
strom S. ná m hrán a vrcholy Usčy sos osll + Nech ná v (-očíslo- 
vaní 0, vrchol v, hodnotu aj, isly..+,A (vrchol v má podľa 
predpoklaču hočnotu 0) a nech ná v 03 vrchol u, hočnotu af, 
1zlyoss sie Podľa lemy 3.4 existuje k „ Faverzné [-pčíslova- 
nie 0 s čísluui až“. Nech je x príslušné číslo z lemy 3.4. 
Útvorme očíslovanie stromu č, resp. 5. tak, že vrcholu V, rasp. 
u, priradíme číslo ci roasy « ci takto dsfinovsné+ 


Š. [aj aj £ x 
a" 1 1 a1“ 

81 +n 2 And oo o sl 
cis uj+x Ť 1514044 . 


Učislovanie ©. stromu 5 2, Ktoré dostaneme tak, že vrcholu v 
priračíne číslo x, vrcholu Vas Folyess,ti, príradíne číslo ej 
a vrcholu Us, ŽŤSlyess,ii, priradíme číslo 0x, bude srejne o- 
očíslovaním ulebo Ď-očíslovaním podľa tolo, či očíslovsnie 
Sa, bolo d-očíslovaním zlebo ĎBeočíslovaním. 


+ 


Budeme hovoriť, že strou $ patrí čo Usa ak existuje ta- 


ký vrchol v stromu S 3, že v je 3.stupľia a 9 všetkých troch vet- 
väch Vysť 2% Va vo vrchole vy platí zíV.)-0. Vanačnme ašte ta 37 
U m1 5g (pozri obre Je) 








Judene hovoríť, že stron S patrí do 1/2. ak ezistaja taký 
vrchol v strom S, že v je 3estupňa, o dvoch vetvách Vy+V> vo 
vrchole v platí 2(Y. jz0 a © tretej vetve vo vrchole v platí 
z(V.) S 3 | 

Sudene hovoriť, že strou S patrí do U. ak existuje taký 
vrchol v strom 5, že v je 4 stupňa a o všetkých Štyroch vet- 
vách V.s isl,2,3,4, vo vrchole v platí zíV,) 50. 

ie žst. Nech je strou 3c Usu U 4 Foton existuje vV-očíse 
lovanie stromu S. 

čôkas. Nech je 5€1s. Potom tvrisnie lay vyplýva z lemy 
Jež, bod A a z účailedku 2 lamy 3.2. 

ech je 5c da „ Ak o troch alebo štyroch z vetiev VysVosV as 
V, vo vrchole v aš V.zl.., je scT a tvrdenie leny vyplýva 
z lsmy 3.3. Možno preto srečpokladať, Že aspoň dve vetvy, Na- 
príklad VysV., nie sú izomorfié s G.. Nech je NE islo 60 
Potom napríklad stromy 4+ 34" €. 2444 vyhovujú poduženkam vety 
2.4, Odkiaľ vyplýva ovi iemy . 

Dôsledok. Ak js se u. a asvoň úve vetvy vo vrchole v anie 
su izomorfné s Č, potom existuje B-očíslovania stromu S, 

Označne množinu stromov x las u ktorých aspoň dve vetvy 
vo vrchole v nie sú izomorfné » Č., Znakom U 
lana je]. Nech je strom 3< >. Potom existuje Ďračíslo- 
vanie atromu 3. 

Bôkaz. Tvrdenie lemy výplýva z lemy 3.5, boč B, z úôsledm 
ku Z lemy 3.2 a z vety 3.2. 

Veta Žež. Ak o strome 3 s a hranami platí selsu las po- 








tom existuje cyklický rozklad grafu <en+1) na podzrafy Ízo- 
moxfné stromu 3. 
iôkaz. Tvrdenie vety vyplýva z leny 7,6 a z dôsledku 2 





fil 


vety 1.2. 

Teta 3.6. Ak o strone S s n hransní platí Sc /0VU“, potom 
existuje cyklický rozklad grafu <ékn+l) na podgrafy izonorfné 
stromu Z, príčom k je ľubovoľné prirodzené číslo, 

OKA. Tvrdenie vaty vyplýva z dôsledku lemy 3.60, z lený 
3.7 A z vety 1.4. 

žoama J.B. Ak má strom S menaj než 5 koncových vrcholov, po- 
tom existuje «-očíslovaníe stromu S. 

Zôkaz. Ak je S20, alebo ak je Sc UV U. vyplýva tvrdenie 
lemy z lemy 3.1, resp. z lemy 3.6. Ak najde ani o jeden z tých- 
to dvoch prípadov, musí nať S préve 4 koncové vrcholy a práve 
2 vrcholy Jestupňa. Označme tisto dva vrcholy Vy a označme Vy, | 
Vasťa resp. VysUi> s Vetvy stromu 3 vo vrchole v resp. u, pri- | 

čom nech je Vy resp. U) tá vetva stromu S wo vrahole v resp. u, 
ktorú obaahuje vrchol u resp. vrchol v. Vetvy Vnav 35. 2145 budú 
zrejme hadz.. Podgrať V stromu S vytvorený prvkamí vetví VosVa 
(resp. podgrať U vytvorený pryxaní vetví U, U33, buče zrejme | 
tiež hadom. Rozlišujne úva vito | 
(1) #spoň ječen z hačov osVasÚ» „U nie je izonorfný s Gš 
nech je to kv311 určítosti k, Potou podľa lemy 3.5, bod B, 
| existuje fB-očíslovanie strowu V také, že vrchol v má v ňom 





hodnotu ©. Podľa dôsledku 2 lemy 3.2 existuje potom aj 0-0čÍ s- 
lovanie strosu U, také, že vrchol u ná v ňom hodnotu ©. No 

z vetý 3.á a s ohľadom na 16mu 3.5 potom dostanene, že strom S | 
má a-ačíslovanie, sk sú U, aj U: izomorfné Cys A má dokonca [| 


Pročíslovanís, ax aspoň jedna z vetiev U 23 níe je izomorfná | 
sc 





2 | 
(Z) Každý z hadov VosVasU.. 3 Je izonorfný s Č. Úznačne n 





počet hrán atromu Z. Konštrukcia c -GčÍísl ovania strom S pre 
tento prípad je udaná na obr.3.11. Až na orfípad nasš0G [mod 4) 
je toto očíslovanie zároveň Ď-očíslovaním. 


ngo (mod 4),  nšl (mod 4),  nž2ž (mod 4),  nž3 (mod 4), 
nzák nzák+l nzák+2 nzák+3 





Obra želi 


Yeta Žel. Ak strca Z má a hrán a menej než 9 koncových 
vrcholov, potom existuje cyklický roz slad grafu <#n+D na 
podgrafy isouworfné strom 3. 

#ôkaz. Tvrácnie vety vyplýva z lemy 3.8 a z dôsledku 2 
vety 1.2. 

4 
Označne znakom ubv had D, ktorého koncové vrcholy sú u,V. 
— Def esá. Nech je had D podgrafom srafu G. Brlohou hada D 


v grafo G budene nasývať každý podarať grafu 0 vytvarený prv- 
kami istého hada P“, ktorý je časťou hada D, a hransmí inciden- 
tnými v gruťe G a vrcholul z 0. 





A 
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Daf. 3.5. Budeme hovoriť, že strom S patrí do 17, ak v S 
existuje systém dis junktaých hadov u,D,v, (131,2,...,n) a sys- 
tém zobrazení |, (1%l,...,n-l) takých, že 

1. %, je izonorfné zobrazenie istého bridu DY hada D, . 
obsahujúceho vrehol v, na istý brlch hada V, ,„, obsahujúci vr- 
chol u, „3 (isl,Zye++ nl), pričom T,(v,)su, „3 $ 

11. každá hrana grafu G je incidentná aspoň s ječným a naj- 
Viac s čvoma vreholní z hadov D,: ak je hrana (x,y) stromu 3 
taká, že x <D., JED, kde j< k, potom platí kajsl, x<DÍ, 
flajmy. 

Lena 3.9. Ak stron S patrí do lU), potom existuje (»očís- 
lovanie stromu S. 

Bkaz. Nech je CU a nach je Us. Vy s ŽZlyoss i, ToSp. 
Ťa: 121.4. 3-1 systém hadov resp. zobrazení vyhovu júcich pod- 
aienkau def.3.5. Nech sú x, € D,, isl,s..,nel, VyORDa, ŠPRves ni 
vrcholy stromu S také, že v S existuje hrana (X4 9/1447)+ 
izlye ++ ,ň-l. Z definíciu stromu ako súvislého grafu bez kruž- 
nie vyplýva, že pre každé 1, 1x1,... nel, existuje v 5 práve 
sadna ta kát o hrana (X4 9/4417 príičou podľa bodu II. def.3.3 je 
Ta (ay ya „po Označme 8" strom, ktorý wá tie isté vrcholy ako S 
a ktorý venikus z S vynechaním hrán (X4,Y4,3], 17-l,s+.,n-1 a 
pridaním nových hrán (v.,U, ,3), Ážlyess,nel. Ú stroue 3 platí 
zrojme z(8“) $1, preto podľa 1eny 7.1 existuje Bxačíslavanie 
stromu 3“. Nech 0.+ je O-očíslovanie stromu S“, skonštruované 
podľu bodu Z dôkasu lemy 3.1. Nech je Ge očíslovanie stromu S, 
pri ktorom sú vrcholom stromu S príradená tie isté čísla ako 


v očísglovaní + Ha to, aby sue dokázali, že 94 je Deučíslo- 
vaním stromu S, stačí zrejme ukázať, že hodnota hrany (X4 47441] 





Žil zoo e nl, stromu S v očíslovaní O. sa rovná hodnote hrany 
(Vy sl vy da Žolys es ned, stromu S“ v očíslovaní O.+. To však 
Zjavne vyplýva s bodu 1. def.j.5% a Z konátrvkcie Beačíslova- 
nia 0, | 

sá JsŽs Na obr.3.12 sú uvedené dva príklady stromov 
stúh ča W a.k niu príslušné R-očíslovania, 





a) 18 17 16 b) a 11 12 z4 
360—0 316 o sla 13% 17 
! jo Ta? 2+ © 
536 80 280 156 214 





Úbre žel? 
veta JBe Ak stroa 5 8 a hranami patrí do U poton exi- 
stuje cyklický rozklad grafu Škn+l) na podzraťy fa0narfné 
stroma 3, pričom x je ľubovoľné prirudzené čísla. : 
 Zôkaže Tvrdenie vety vyplýva z lemy 3.9 a z vety 1.4. 





Dokážeme taraz vetu, pomocou ktorej možno konštruovať 
olegädislovaníia rerozložiteľných stronov z «-očíslovania ich 

Deľežsú. Kontraxciou r-rozlažitaľného grafu G budeme na- 
zývať graf K s r«L hranami, ktorého vrcholmi sú brehy gvafu G, 
hranami priečky grafu ©, pri šom rana zrafu £ spojuje dva vr- 
choly v K práve vtady, koč #pojovala úva vrcholy 3 príslušných 
bránov v grafe G. Č 

Veta. 3:9. Nech sú brohy Tr.s«.,T, r-rozložiteľného stro- 
su S izomorfné stromu Ť a nech je strom K kontrakcia strom 3. 
Ak existuje u-očíslovanie stromov T a K, potom existuje aj 








EE O  EÉÍ 
M žE — — fm! 


omuČÍí slovanie stromu 5. 
Žôkaz. Nech sú splnené podmienky vety a nech sú Eysseost.. 


vrcholy stromu K, pričou vrchol %. zodpovečí brehu Zas Felyss Te 





Nech Vysssesť, SÚ vrcholy stromu T a nech vívessyvÍ, islyse.,Y 
sú vrcholy brehu I, stromu 5, pričom vrchol A Jily++s sn bro- 
ua Ťa zodpovedá v nejakou izGnorfizme stromov Ť a T, vrcholu 


V. stromu Ť. Nech je V venčíslovaní Gy stresu K (resp. v %. 


očíslovaní O, strom 7) vrcholu £., ksl,...,r (resp. vrcholu 
V 14 jelsses,Ti) príradené číslo G,. (Posp. Číslo á Č.4). 

Strom je párny graf, preto vrcholovú dú stromu aožno 
rozložiť nu dva mnažiny A,B tak, že ľubovoľná hruna stromu Je 
lncidentná s jecným vrcholom z A ax s jedným vrcholom z B. 0« 
značne v strome T ticto dve zmožiny 5g, A, a nech je krôlí ur« 
čitosti Ay možina vrcholov obsahujúca vrchol v. taký, že v. 
má v očíslovaní By hodnotu ©. 

Dafiaujne očíslovaníe 0. strom 3 takto: vrcholu v stro 
mu. 5, Želeses,l, izl.cse,T, S príradí číslo 

ate á je cy ax v, £ ňe 
dsraírmo, 1) ak v 35 By . 


Popísané očíslovanie ©. má tu vlastnosť, ža ak su čns ta vrcho- 


ly stromu X také, že hodnota hrany (tost. J v O, sa rovná b. 
(slo, fž a > potom hodnota hrany (v.v) v 0. sa rovná nebo 
ľa oá jiw ľahko sa zistí, že v Č. má každu z hodnôt 

lyŽy+eesnael práve jedna z nr-l hrán PR S a každú z hodnôt 


Úydye ++ „fin práve jed z nr vrcholov strom 2. Očíslovanie 


8. je teda skutočne depočíslovaním stromu S. 


sá. Na obr. jelša je uvečený príklad #-rozloži- 





taľného útramu 5 (priečky sú vytiahnuté silnejšie) s brehai 








izomorfnými stromu T 4 8 kontrakciou K. Sa obr. j.13b je uvedené 
bei sluvani e 3% stromu 5 NanAznaáeneá podľa vety 3.9 z» vročí s 





Čbre 3.13 | 
ách #U 3 a T stromy. Potam TCS bude ozačovať, že T je | 
1zomorfný s istým podsTuŤoOm stromu 2. | 
Nech s 3 Strom a nach je strom Zr jsho základ. Znakom 
NÁS) bučemé označovať množinu stronov: MB)síT: Z. C1C£). 
Yoeta 3.10. Nech je S stroa a nech je strou Z. jeho základ, 
| Ak existuje i»očíslavaníe stromu Z., potom existuje J>0čísla- 
vaníe ľubovoľného stromu z MNÚS). 











Bôzez. Nech je n počet hráa stromu čo A nech je ntu počet 
hrán stromu 3, ke m je počet koncových hrán strovu S. Nech ©» 
je c-gčialovanie stromu Ž..ž označne vrcholy stromu Z. znakmi 
Vys Vyseeestu tak, aby vrehol v, mal v U, hodnotu 1. 

Nach je T ľubovoľný stron z NS). Počet hrán strom T je 
nt+k, kdo OS k < m, EE Nj r 
ním k koncových hrán, Označme a 120,14 0+4, 
vrcholy 5tromi T nepatriace do Z. a susedné s vrcholon v, j je 
právom Šk 

Útvarne očí slovaníe Ga strouu T tak, Že vrcholu v, prira- 











díue číslo 1, iso,lyese fi, a vrcholu Vis priradíme šíslo 814 
(470 slyose stý A ti LO: 

1 iýe, k » 
Je zrejné, že každému vrcholu z T sú prirádené rôzne čísla, 





príšom najväčší u hodnotu v 0, bude nať vrchol Vai! 
Be, 20% Szntm <Zíným), | 

Každú z bočnôt 1,2,... „ním bude mať v ©, práve jedna 2 hrán 
stromu 1. Z uvedeného vyplýva, že O. je U-očíslovanía stro- 
mma T. 

Pôsledok 1. šk aspoň jeden strom z MÍS) má -0číslova- 
nie, potom existuje I«očíslovanie strosu S. 

© vety 3.10 a z lemy 3.1 vyvlýva 

Bôsledok Z. Ak o strome S platí zí3)32, potom axistuje 
Iugúislovaníe strom š. 

Z dôsiladku 2 vety 3.10 a z dôsledku 1 vety 1.2 vyvlýva 

[gta Jeli. Ak 0 strome S g n hránaní platí u/3)22, potom 

existuje cyklický rozklad grafu (Cn+l na podúrs 














+ 
kúmanie Ú-očíslovaní a Jočíslovaní stromov nás pri- 
viačlo k bypotáne ai K hypotéze 3.2. 








Nero krotký jež je taktiež pnekačií živa (nie však 
nutnou) godníenkou pre správnosť hypotáz 





skôr, hypotéza jej je Správna, ak je počet hrán stroau sať 
než 16. 


Beľejel. Strom S sa nazývu perľektný, ak k ľubovoľnému vr- 


cholu v stromi S existuje ľ-očíslovanie stromu 3 tské, že vr 
chel v má v tomto očíslovaní hodnotu 0, 

le je známy uljaxý prízlad stromu, ktorý by nebol per 
fektný. Okrem tejto skutočnosti nás vedú k domnienke o tou, že 
každý strom je perfektný, aj nasledujúce tvrdenia, ktorých dô« 
kasy > vo väčšina slesentárno - ti nouvádzane , keďže ich v ľal 
Šar nebtudene využívať: 

1. AK je stron Z porčektuý, potom k ľubovoľnej jeho kon- 
corej hrane existuje [/-očíslovaníe stromu 3 také, že táto hra- 
na nú vňoa spomedzi všetkých brán stromu 3 najväčšia hodnotu. 

Z. Ak existuje (-očíslovanie stromu S, v ktoron má nejaká 
koncová hrana h najväčšiu hodnotu, potom existuje [-0číslova- 
nie stromu 5, v ktorom má h najmenšiu hodnotu sponodz 
hrán. stromu 5. 

3. 3x je stroa Z perfektný, poton k ľubovoľnej jeho konco- 
vej hrane h existuje Yeočíslovaníe stromu Z také, že h ná 
v ňom spomedzi všetkých hrén stromu S najuenžiu hodnotu. 

Označme množinu neizomorfaých stromov s n hranami ako “s. 























d. Ak sú všetky stromy z 9, Porfektné, poton 
a) ľubovoľný strom z Ý sj má [-očíslovanie 
b) ľubovoľný stron z fasá ná V-očíslovanie . 

5. Všetky stromy s Y. Sú perfektné práve vtedy, keč k Du 
bovoľnej koncovej hrané h ľubovoľného strom z v „1 Pžistuje 

čeočíslovanie, v ktorom sá hrana h nujväčšiu hodnotu. 

6. Ak sú všetky stromy z S Porfoktné, potom sú aj včetky 
stromy z Ý pre r<n poôrľektné. 

EOBDAuk3 Žel. keby sme zavicečli pojeu cepnarf ektného gtro- 
mu ták, že by sne v deľť.3.7 nahradili [-očíslovanie s-očíslo- 
vaním, nebol by už strou na obr.3.14 a-porfektný (neexistuje 
totiž o-pgčíslovanie strom Sy také, aby v ňom vrchol v nal 


hočnotu 0je 
U v 


+ 
© vzťahu (-očíslovaní a deočíslovaní platí veta: 
Vetá 3.12. žtrom S ná Č-očíslovanie práva vtedy, keň ná 


.“ 





oa ščonánia 

Dôkaz. Nech S má n hrán a nech 0, je Jeočíslovonie stro- 
ma S. Nech vrchol vy, 1sl,...,ntl, ná v 0. hodnotu G,, príčan 
je číslo a, alebo tvaru a,sk, kde kcf0,1...+,N-]), alebo tvaru 
aj sil>a, kdo scl0,1ys.+ ne]. 5k položíme Ns, dostanene tak 
zrejme d-očíslovaníe stromu 3 (stačí uvážiť, že strom s n hra- 
nami ná n+1 vrcholov). 

Nech 0. je (0-očíslovanie stromu S a nach vrchol ŽŤ 
lolyses,ntl, ná v 0 hodnotu aj. Podľa definícia Č-očíslovania 








existuje x také, že pre ľubovoľnú hranu (wgsV,) stromu S je ale- 





bo a, £x, a, >x alebo aj >x, 815X. Príračne vrcholu v, číslo 
"— £ 
a“ ča a, Sx 


a a, SME. Za 
Dostali sme zrejme deočíslovaníe atroma 3. 

Čelkon analogicky vete 3.10 a Jej dôslečku 1 platia: 

Jeta 2.13. Noach je 3 stroz a nech je strom Z.. Jeho záklud, 
Ax existuje d-ačíslovanie stromu Z, potom existuje Jaočíslo« 
vanie ľubovoľného strom a M953). 

pôslgl9k. Ak asroč jeáen strou z NÚSI ná dmočíslovanie, 
potom existuje [-očíslovanié stromi 3. 

Z lemy 3el, z vetý 3.12 a z vety 3,13 vyplýva 

dets Želá. ia) Ak pre strom S je zí3) <1, potoa existuje 
Seočíslovanie stromu S (b) Ak pre strou S je z(3)-2, potom 
existuje [-0číslovanie stromu 3. 

© vety Že.lá a s vety 1.3 nôžemé tax ziskať iný dôkaz vo- 
tý Jelle 





A Ja 
Jelejsle Noch je h koncová hrana stromu [5 viac než s. hram 
nami) a nech je u jej koncový vrchol. #k existuje koncová hra- 
na susedná k h, potou sa h nazýva koncovou hrunou 1.4ruhu. Ak 
takáto hrana neexistuje, ale existuje hrana G5iV,w) susedná 
k h a taká, že po vynechaní hrán h,£ a vrcholov UV Vznikne 9- 
päť strom, nazýva sa h koncovou hranou 2 druhu, Ak nie je h 
kongová hrana 1.druhu anl Z„Arutu, potom sá h nazýva koncovou 
hranou 3.ôruhu (obr.3.15). | | 
Budemo hovoriť, že strom S má vlastnosť /|, ak aspoň je- 
den strom 2 M8) ná d-očíslovsnie, 








„Te 





— A.drúha Z.áruhu 3. ôxulu 
a h u 
rada? | a u 
ž u 5. 
Gar. 3.13 


Gznačna $“ mininálny stron, v nená vlastnosť / „. Je 
zrejne z(S“) > 3. 

„650 2.10. Strom S“ neobsahuje nijuké kontové hrany 1.dru- 
ha alebo Z druhu | 

DôRUZe pia lemy vyplýva zo zrejmého tyrdenia: k 
strom S. vznikne zo stromu 57 pridanía jednej koncovej hrany 
l.črunu alebo 3.úruhu, voton je nús,) c NÚS.) 

Pri hľačaní stromu S“ stačilo sa teda podľa lemy 37.10 ob- 
nécziť ha stromy boz koncových hrán 1.druhu alebo 3.druhu a 
prítom také, že zí5) Z 3. Ukázala sa, že S“ má 15 hrán (obr.3.l6). 








Úbrae 3.16 
Keäže strom S“< I, vyplýva z vety 3.3, z dôsledku väty 3.13 a 


Z vety 1.3 nasledujúca veta: 

— Jsta 3.15. /k je a počet hrán stromu S a ná15, pôtoa axi- 
stuje cyklický rozklad grafu (2n+I) na podgraťy isonorfné stro- 
mu Se 








Poznámka 3.2. Neizonorfných stromov s 15 hranami je 19320 
(pozri Adi, str.164), prížem veľký počet z nich nepatrí do 
ní jskoj z tried, pre ktoré bola platnosť hy:otésy 7.1“ dokása- | 
ná v niektorej z prečchádzajucieh viet tejto kapitoly. | 
Z hľačíska hypotézy 7.1“ možno predchádsu júce výsledky 
— tejto kupítoly zhrnúť do vety: 
#sta 3.16. Cyklický rozklad grafu Cnel) na podsraťy 120- 
norfné čanému stromu S s n hrensmi existuje vtedy, keč stron 3 | 
splňuje niektorú z naslečujúcich podalenok: (a) n 515, (b)2(8)<2j 
(e03 SET g (A) BCU 3i lej 3% má menej než 5 koncových vrcholov, 
(4) 361 3 (g) základ A. strom S slňuje niektorú z poduníenok 
GyGyByfj (h) aspoň jeden strom z ?Ú(8) splňuje nlektorú z pod- 
nženok ©,d, 9,1. 








+ 

Nu záver tejto kapitoly uvečne ešte nisktoré výsledky o 
cyklických rozkladoch kompletného grafu 85 pávnyu počton vrčho- 
lo nú stromy s nepárnyu počtom hrán, 

Fadľa vety 1.1 mňncou počalaskou pra existenciu p-očíslo- 
vania grefu je jeho 2-rozlcžiteľnosť. ľahko sa zistí, ža v prí- 
pade stromu 5 je Z-rozl ožiťaľnosť S nutnou podmienkou aj pre 
existenoliu g-0číslovania stronu S. ĎJdtiaľto a z vety 1.6 do- 
stávame vetu: 

Veta 2.17. Cyklický rozklad grafu Cm) na [podzreľy izo- 
morfné stromu S s 2n-l hranani existuje len vtedy, ked 3 je 
čeromioži taľný. 

u vety jel] a z preúd 





úda júcich víet tejto kapitely vy- 








ixistuje cyklický rozklad grafu (nm) na n pod» 











s 2n-1 hrenami platí z(B,) 21, potom existuje cyklický rozklad 
grafu Gn) na n podgraťov izonorťných stromu S. 

Bôslečok Je. Ak brehy 2-roz1ožiteľného stromu S s Zn-l hra- 
nami splňujú niektorú z podmienok ce,d,e,f vety 3.16, potom exi- 
stuje cyklický rozklad grafu €n) na n podgrafov 1g0norfných 
stromu S. 








Tá 


Kapitola IY 





Gyklické rozklafy koapletných grafov na Zn-uholníky a stro- 
my sa skumlí v kapitole II a III. Ďalšou triedou párnych srafov 
sú koupletné (pxg)-grafy (avsné tiež párno-kompletné grafy). Pod 
mu V možno rozložiť do dvoch tried Vy,V. S p resp. 4 vrcholí. 
tak, že nijaké dva vrcholy z toj istej triady nie sú susedné a 
každé ôva vrcholy z rôznych tried sú susedné. 

lem A.l. Ak je © kompletný (pxg)-graf, potom exiatuje (- 
očíslovanie grafu U. 

úkaz. Reci v graľo G sú VysVaseeesVy vreboly 3 Vy 8 Usy+e 
.. stl. vrcholy Z Vs. Očíslovanie, ktoré č ak vrcholu 
Vyp ÁTliees,p priradíma číslo 1-1 a vrcholu Un Žolysee,4 pri- 
radíme číslo jp, splňaje zrajue všetky podmienky z definície 

Šeačí slovania + 

Veta 4sl. Nech je Gíngn) kompletný (pxa)-urať (t.j. nzpa). 
Potom existuje cyklický rozklad grafu km“) na podgraťy 180- 

norfné grafu G, pričom k je ľubovoľná prirodzené číslo. 

iôkuz.. Tvrácnie vety vyplýva z 1ewy 4l. a u vety 1.4. 

Ak je G párny gruf, nožno vrcholovú množinu grafu G rozlo- 
žiť na dve triedy 4,5 8 p rôsp. g vrcholmi tak, že ľubovoľná 
hrana z G je ilncidentná s jedným vrcholom Z 3 a s ječným vrcho- 
10m z Be 

Befsásl. Budene hovoriť, že párny súvislý graf G patrí do | 
A, ak možno vrcholy z A označiť Vygressť, A Vrcholy Z 8 osna- x 




















P 
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čiť dyseeestu tak, aby platilo: 
(1) ak je vrchol u, spojený brsnou s v 2 S Vy, di < k, potom 


je u, spojený hranou aj s každým vreholou v, , J<Y <ký 
(Z) ak je vrchol V, spojený hranou s u, A 98 U, S<t, potom | 


je V. apojený hranou aj s každým vrcholom Vy + ašužt 
(3) srať G obsshuje hraný Wi,u.) a (vyst). 

Zena Áás£. Ak grať G patrí do V, potom existuje [-očíslo- 
vanie grafu f. 
značne s. stupeň vrchola uj a označne 0, najväčší 
index taký, že vrchci u, je susedný s vrcholon MC Utvorme c0- | 
číslovanie O grafu G takto: vrcholu v,, isl,...,p, priradíme 
číslo i-l, vrcholu u, priradíme číslo p a vrcholu U ja ŠPZyo+ +, 
príradíme číslo 7: „dl « Účíslovanie 0. buda Ď-očísl ovaním 
grafu G. Skutočné, oč hrán grafu G je A j# TÔZNEe vrcho- 
ly grafu G sú očíslované rôznymi číslami z množiny (0,1,...,0%4 
hodnota hrany (Wnatty) je 1, hodnota hrany Mysli.) je nj ak ná 
V Gy hodnotu x hrana (wzsti.), potom hodnotu x+1 ná v 9. (a) hrs- 
sva (Vynzntis), ak G obsahuje túto hranu, (b) hrana hrana (vi.U.7) V 0- 
pečnom prípade, odkiaľ vyplýva, že každú z hodnôt 1,2,...,n má 
v Gn práve jedna hruna grafu 0, Prítom o ľuždej hrane z G platí, 
Že jedsn z jej koncov má v 0: hodnotu najviac p-l a druhý ko- 
nieo hodnotu väčšiu než p-l. 

Veta d.ž. Nech gref Gínsn) patrí do ©. Potom existuje cyk- 
lický rozklad grafu (kn+ľ na podzraťy isomorľné grafu 8, pri- 
čom k je ľubovoľné prírodzené číslo. 
škaZ. Tvrdenie vsty vyplýva z lemy 4.2 a z vety 1.4, 

k Áel. Každý párno-kompletný graf patrí srejae tlež | 











do % a Je teča lom 4.1 resp. veta 4.1 špeciálnym prípadom 1e- 





+ 


my d.z resp. vety do 8+ 





kom) buňeme rozumisť úplný podgrať dvajrozuerného mrežového 
grafu obsahujúci všetky vrcholy s0 suradnícaní (i,j), 1sp,p+l, 
osa ,čitp, Žegsa+l ose Nity, kde p,g sú ľubovoľné pevne zvolené 
prirodzené čísla, a.n> 0. V čalších úvahách bučene - bez obno- 
dzenia všeobecnosti - predpokladať, že an>0,. 

Žiôíedeje Fod členovým grafom grafu G budeme rozuaieť grať 
Fas ktorého vrcholui sú členy“) grafu G, pričom čva členy sú 
spojené v FP hranou, ak majú v © spoločný vrchol (sartikuláciu 
grafu G)e 

Beľsásá. Budeme hovoriť, že graf G patrí do J, dk je G 
podzrať Avojroznerného urežového grafu taký, že (1) všetky Me- 
ny grafu 0 sú obdíšnikmi, (2) členový graf F„ grafu € sa alebo 
skladá z jediného vrehola alebo je hadom, (3) nijské áve arti- 
kulácie grufu © nemajú rowmakú ani jednu z oboch súradníc. 

Las č.3. och graf G patrí do ), potom existuje | Beočís- 
ilovanie srafu G. 

Žôkaz. A. ňech je 0< J a nech sa najprv členový graf Fa 
Skladá z jediného vrducla. Gref G bude miť v touto prípade je- 
diaý člen, ktorý buda (muj-obdížníkom Bez obmečzénia všedbec- 
nosti a0áno predpokladať, že čísla Pp, Z Asť.d.£ sa rovna jú 0, 
Crať G ná uro jcne A-ezan+nutn hrán. Označme 714 vrchol grafu G so 
súračnícamá (1,4). Definujne očíslovanie O. grafu G rekurentne 
taxto: 

(2) vrcholu Výg JOylyese Ti, priradíme číslo Bag 4! 

















6) Dafiníciu člena #rafu pozri napr. v [3], str.ž25, 


b 











g [s/2 Jj párne 
04 lueíj-1)/2  1neáme 

ak sú vrcholom V,j Pre r<i už príradené čísla 8.„.j, Potom 

(2) vreholu Vý ja Poly Žy osn, JO, ly oo+ A, priradíze číslo 
a, a | 

| dil 1 ša [ich ? Bal 3+ 
ae 19 R33. 4 "i21, 3+1 
Mad 0. sa [i 7 Bu  jel 
By pi Bol R31 1 
Rôznym vrcholom grafu G sú v 0, zrejme priradané rôzne čísla 
z množiny 10,1,+..,M). Okrem toho ná hrana (Vy zeVy, 34101 
PRO hy so sždy Vy hs ose žel, V O hodnotu N+Zinsi-j, a hrana 
(yz Vy s, jo POslynes siel, JO, ly ss i, má v O, hodnotu 
lie (ž1+1]n-i-j. Odtia: vyplýva, že každú z hodnôt 1,2,...,N ná 
v 0, práve jeina hrana grafu G, a kačže o každsj hrans platí, 
že jedném x jej koncov je priručdené šíslo <8] A druhému kon- 
cu číslo >[8|, bude O. Bmačíslovaním graľu 8, 

Be Nech tovaz graf G ná k členov Fy,P-ress,Ť, takých, že 

v čienovom grsfe sú spojemé hranou vrcholy (FF rk) Pol ysny 
k-l s nech je člen F. (a xn.)-obdížni kom, Bez obnedzenia vše- 
oboenosti možno predpokladať, že ak vrchol vy. (t.j. vrehol 
z G so súradnicami (1,j)) patrí do FP. potou je 


Zš ži £2 a, : a aj <> ay “ 


k 
Graf G ná zrajme m RJ „(2m A. +m +.) hrán. 


... 








Označne 452 m, š 5 Žm z BolyŽy a 2s .1%-1l. Vrcholy K 


971, Žyos+ kel budu poton artikulácianí grofa 0. Defínu ja 


sa“ 


z 4- 











číslovanio Sa #rafu G6 rekurentne taktor 

11) vreholu VyzŠ Ty JO ly sos sš priradíme číslo úda s 

Jya j párne 
04 (ae(341/2 — fúepárne 
(2) vrenolu Vy j EP, Pelylvesesk, 1#0 priradíma číslo a 4 
B. jož“ klas s S 
S b+ ž 

dl Ži HL 
7 Nay vý Čin, je 
Biel. i21, jel 
A Nasal Ci, Hl 






Celkom analogicky ako v bode 4. údkazu sa zistí, že očíslova- 


níe %a nežila Y tj 





hrananí fakt pdaíká do Ť a sabo dn skonšt ruovaného 


podľa lemy 4.3. 
vč 
zs — ao 
32 71 8 % A 
a a 8 s n 
Obr.d.1 
Veta 4.3. Nech grať Gímgn) patrí do ] a nech je k ľubovoľ- 


né prirodzmané číslo. Potom existuje cyklický rozklad grafu 











<ďka+l) na podgrafy izomorfné grafu 0. 
ZOHNZ.« Tvrdenie vety vyplýva z lemy 4.3 a z vety 1.46. 
+ 
a dôkazu vety 3.8 ja zrejmé, že túto vetu možno rozšíriť 
aj mi prípad, keď sú brehy rerozložíteľného grafu izonorfné 





pásmemu grafu: 


sta 4.4. Nech sú brehy P.ss..,P. rerozložiteľného gra- 
fu G izoxorfné pámaenu grafu P a néch je zontraxciou grafu G 
strou X. Potom platí: Ak existuje <-gčíslovaníe grafu P a 
stromu k, potom existuje aj x-ožčíslovanie grafu G. 

Jediným známym príxladom párnych grafov, pre ktoré neexi- 
stuje <-očíslovenie, sú párne eulerovské grafy s počtom hrán 
nš2 (ucd 4) (porovn. veta 2,1). Nie je známy níjuký príklad 
värneho grafu s nezárnyu nočton hrán, pre ktorý by neexistova- 
lo dmyčislovanie (ak takýto grať existuje, misí mať aspoň 11 
hrán). 

Vety dokázané v touto parazraťa o párnych grefoch možno 
využiť i na určenie cyxlických rozklačov kompletných Grafov 
S párnym počtom vreholov na párne grafy: 

Ysta 4.5. Nach graf Gíaj2nsl) je 2-rozlošiteľný a nach sú 
jeho brehy igomerfné zrafu B, Ak je ajlnená niskturá z podnie- 
nok: (aj B je 4k-uholník, (b) B je kompletný ipzaj-grať, (c) B 
pätrí do X, (4) B patrí čo 1, potom existuje cyklický roz- 
klad grafu <> na podevaťy Izonorťné grafu 0, 

UĽABe Tvrč-nic vety vyplýva z vety 2.2, Z ŽeBy Bal, Ad, 
$.ž A Z vit 1.1 a 1.6. 








52. Rozklady koupletného grafu na kompletné grafy 





Dofsd.5. Úplnou diforenčnou nnožinou")- skrátene ÚD 
s parametrami v,k,/ sa nazýva množina Dsíd),«+.,d,58 k číslami 
modulo v taká, že každé číslo a#O (mod vi možno vyjačriť práve 
A spôsobní. v tvare d,-d Za (mod v), kde d,,d,< De 

Planárna Úľú s parametrom k je ÚDI, pre ktorú je A«1 (po- 
tom je vzkčekti), 

eoh je daný koupletný graf A vd s (5) hrans 
119), v toto prípade je ©-očíslovanie grafu () ekvivalentné 
planárnej ÚD a parametrom k. Tnými slovami, ak ©, je Seočís- 
lovaníe grafu <>, potom množina "o, tvorí planárnu ÚMI s pa- 
renetrom k, a naapek, ak je © planárna ÚDM s parametrom k, po- 
tom existuje S«očíslovanie 0, grafu <k> také, še Va, + Vyplý- 
vä to z daf.1.3 a lebs 

Planárna ÚUM s paruvetrom k existuje práve vtedy, keň e- 
zistuje cyklická projektíva rovina?) rádu uslsel. V [47] bolí 
skonštruované cyklické projektívne roviny pre každý rád usp“, 
kde p je prvočíslo a «% je prírodzené. Bola vyslovená a pre 
a 21600 overená hypotéma, Že každá konečná cyklická projektíve 
na rovina musí byť rádu mep . Všetko vyčšie povedané spolu 
a vetám 1.ž nún tarsa dáva vetu: 

Veta 4.6. Nech je daný graf ©). Označne ns(5). Potou 
eyklický rozklad grafu Gntl) na podzraťy 180n0rfné grafu <> 

já OA ak je is +, V VE 














7) vorfeci di fľarenoe u, pozrí fig. 


8) Prípaťl k“3 sa rozoberá v prahov i 11, 32. 
3) Pozri [16], atreBI, A v 








(2) neexistuje, ak ale je ksp +1 a zárovaň je k 21600. 


sú. Z prác [16,20] vyplýva, že rozklad gráťu 43 














AR i 12 zneje udá. VON, keď upus- 
| tíme od požiadavky cyxličnosti. 
V tabuľke 4.1 sú uvedené planárne ÚD a paragetrom k a —- | 
S očí slovania grafu (4) pre niekoľko hodnôt k. 
Tabuľka deke | M. | 
k | VY s Peši slovení | arsľu Č) 
JA (0,1,3 
4] Áo, 65 
[5 r o ——— 
1 6| v né | | | aš 
ú sa A 
2] io) 
7] B,1,2,9,27,49,56,61, TT 8 
ul  muistuje || 





Poznáuka 4.j. o-očíslovanié grafu Á) existuje len pre 

KZ, 3 sk (-oäťalovanie 1un pre k-2. 
+ 

fa závar tejto kapitoly uvečne ečte jeden príklad. 

« Nech je daný kompletný graf <9) s 9 vreholní. 





Y tabuľke 4.2 sú uvedané všetky súvislé graťy 0 také, že axi- 
| stuje cyklický rozklad grafu ©) na podzrafťy izomorfné 0 (0k- 
rem triviálnych prípadov ked ná 8 ječinú hranu, resp. 36 hrán). | 









| neexistuje i 
| | Mike | | 


nasexistuje 








„a 


ZÁVEREČNÉ POZNÁMKY 


Veta 1.2 hovorí o nutnej a postačujúcej podmienke na to, | 
aky existoval cyklický rozklad grafu <en+Ť) na poduraťy izo- 
norfné danému grafu Gímgn)j je ňou existencia S«očíslovania — 
grafu 0. V predchádzajúcich kapitolách boli skonštruované S« 
očíslovania pre niektoré triedy grafov. Nie je však zdaleka 
zodpovedaná otázka, aká je nutná a postačujúca podnienka na to, 
aby mal graf 9-očíslovaníc. Jedinými známymi príkladni súvis- 
lých grafov, pre ktoré neexistuje ©«-gčíslovanie, sú niektoré 
kompletné grafy (32 kap.ľV). 

V súvislosti a kapitolou II sa vynárajú niektoré špeciál 
nejšie úlohy, súvisiace s cyklickými rozkladní kompletných gra- 
fov na trojuholníky (uveďne ich v ekvivalentnej formulácii pre 
cyklické Steinerove systémy trojíc - SST - [12]). 

Úloha 1. Dva cyklické SST toho istého rádu sú rôzna, ak 
sa líšia aspoň v jadnoj trojici. Aký je počet rôznych cyklic« 
kých 531 rádu n? 

Označme počet rôznych cyklických SST rádu n znakom Rín). 
Ľahko sa zistí, že platí R(7)s2, R(13)s4, R(15)24, R(19)524. 
Pri nsók+1 alebo nz6k+3, n#), platí triviálne Rín) ž 2“, 

Ak možno čísla 1,2,..s,3k (respečísla 1,2,...,2k,2k+2, 
2k+74000,3x+1) rozdeliť do k trojíc tak, že v každej trojici 
sa alebo súčet všetkých troch čísel rovná 6k+1 (resp. 6k+3) 
alebo súčet niaktorých dvoch čísel sa rovná tretienu (porovnaj 





[6], str.224 a [87), potom nazveme tento systém trojíc («,k)« 
systémom (resp. (Gyk)enystánom). Označme počet rôznych («,k)- 
systémov (resp. počot rôznych (Gyk)-systénov) znakom f, (resp. 
znakou By). 





Ľahko sa zistí, že úetáni kadá platiť rovností 
R(6k+1) sf. 2“ 
R(6k+3)sg,.2“ « | 

Úloha nájsť čísla Rín) sa teďa redukuje na úlohu nájsť 
čísla fy a By. 

Úloha 2. Dva SST toho istého rádu sa nazývajú disjunktné, 
ak neexistuje trojica obsiahnutá v oboch ST. Označme znakom 
a(n) maximálny počet po dvoch disjunktných SST rádu n. Je zná« 
me [1,9], ža 9(7)s2, 9(9)z7, ale w všeobecnosti nie je o G(n) 
nič známe. Možno preto skúnať špeciálne jšiu Úlohu: 

Nech © (n) označuje maximálny počet po dvoch disjunktných 
cyklických SST rádu n. Ak je nž3 (mod 6), n#9, potom je Č (n)s 
sl (1 (9)s0). Toto tvrdanie vyplýva napríklad z toho, že každý 
cyklický 3ST rádu 6k+3 musí obsahovať trojicu (0,2k+1,4k+2). 
Analogické tvrdenie pre nšl (mod 6) neplatí. Tak napríklad 
9 (7)24 (13)52, 0 (19)56. Čo možno povedať všeobecne o 9 (6k+1)? 

Okreu spomínaného ostávajú otvorené všetky otázky formulo- 


vané ako hypotézy v texte kapitol IL a LII (hypotéza 2.1 a 2,2 
v kapitole II, hypotéza 3.1 - Ringelova, hypotéza 3.1“, 3.1““, 
3.2 a 3.3 v kapitole III), | 
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